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MATEMATICAS : Bachillerato I

Funciones :Continuidad

Apuntes

by Sera



LiIMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES

El concepto de limite en Matematicas tiene el sentido de “lugar” hacia el que
se dirige una funcién cuando el valor de la variable independiente tiende hacia
un determinado punto o en el +oo

Veamos un ejemplo: Consideremos la funcién dada por la grafica de la figura y
fij¢émonos en el punto x = 2 situado en el eje de abscisas:

., Qué ocurre cuando nos acercamos al punto 2 moviéndonos sobre el eje 7

Tomemos algunos valores como 2,1,2,01,2,001.
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Vemos en la figura que en este caso las imagenes de dichos puntos sobre la curva,
f(2,1), f(2,01), f(2,001) se acercan a su vez a un valor situado en el eje y, el
valor y = 3.

La tabla de valores refuerza esa percepcién grafica.

’ ‘ Hacia 2 por la izquierda(——>)

2 (<——)Hacia 2 por la derecha
x 1.9 1.99 1.999 1.9999 2.0001 2.001 2.1 2.1
f({E) 2.61 | 2.9601 | 2.996001 | 2.99960001 3.00040001 | 3.004001 | 3.0401 | 3.41

Si nos acercamos a 2 por la otra parte, es decir, con valores como 1,9, 1,99, 1,999
en este caso las imagenes f(1,9), £(1,99), £(1,999) se acercan también al mismo
valor, y =3.

Concluimos que el limite de la funcién f(x) cuando nos acercamos a x = 2 es
3, lo cual expresamos con

I =

lim f(z) =3
Intuitivamente: El limite de una funcién en un punto xg es el valor L en el eje
OY al que se acerca la funcion, f(z) , cuando la x se acerca, en el eje OX a
dicho punto.

lim f(z) =L

Tr—>T0o

Sin embargo la expresiéon matematica rigurosa de limite es algo més compleja:



Definicién limite de una funcién en un punto

Dada una funcion f(x) y un punto x = g, se dice que el limite de f(x) cuando
T se acerca a zg es L, y se expresa como:

lim f(z) =L

x—xT(
Si V valor € > 0, existe 6 > 0 tal que siempre que | — x| < &, entonces
|f(z) —L|<e
"El limite de f de x cuando x tiende a xq¢ es igual a L si y sdlo si para todo
ndmero real € mayor que cero existe un nimero real § mayor que cero tal que si
la distancia entre T y xo es menor que &, entonces la distancia entre la imagen
de x y L es menor que € unidades”

4 ¢

Lo que viene a expresar esta formulaciéon matematica es que si x esta “suficien-
temente cerca” de g, entonces su imagen f(z) también estd muy proxima a
L.

La expresion |z — zg| < 0 significa que la distancia entre x y z¢ es menor que &

La expresion |f(xz) — L| < ¢ significa que la distancia entre f(z)y L es menor
que €

Tomando valores arbitrarios de €, podemos elegir un § para cada uno de
estos, de modo que f(z) y L se acerquen a medida x se acerca a xo. Esta
es una formulaciéon estricta del concepto de limite de una funcién real en un
punto de acumulaciéon ( o punto limite) del dominio de la funcion y se debe al
matematico francés Luis Cauchy.

Esta notaciéon es tremendamente poderosa, pues nos dice que si el limite existe,
entonces se puede estar tan cerca de él como se desee.

Si no se logra estar lo suficientemente cerca, entonces la eleccién del § no era
adecuada.



Ejemplo.

Supongamos que se quiere demostrar que lim2 (3z — 5) = 1. El calculo de este
z—
limite surge por simple sustitucion, esto se debe a que la funcién afin es continua.

Utilicemos entonces la definicién, debemos demostrar que para cualquier € dado
podemos hallar un ¢ para el cual se cumple
M<]z=2/<d=|Bx—-5)—-1|<e
Tomando § = %5 es posible probar esto. Es valido ya que nos permite obtener
un valor para cualquier € dado, que es precisamente lo que enuncia la definicion.
Tomando como hipétesis 0 < |z — 2| < 1e.
Veamos que |(3z — 5) — 1| = |3z — 6] = 3|x — 2|, luego por hipdtesis
3|z — 2| < 34e = ¢ y queda demostrado (*).
1

Notese que bien podriamos haber elegido 6 = %5 00 = BE , por ejemplo. En

1
tanto ¢ < 36 siempre podremos demostrar (*).
En la préactica en muchas ocasiones es necesario calcular los llamados limites
laterales, que como recordaremos se definen de la siguiente forma:

Deﬁnici()n limite lateral de una funcién en un
punto

Se define el limite lateral por la derecha de a de la funcion f(z) , y se expresa
como:

lim f(x) al valor al que se acerca f(x) cuando x se acerca a xg y toma
ZE*}Z0+

valores mayores que xg.

De igual modo, el limite lateral por la izquierda de a de la funcion f(z) se
expresa como:

lim f(x) vy se define como el limite al que se acerca f(x) cuando x se acerca
ZE—}.’L‘O,

a xg y toma valores menores que .

Ejemplo

T st <2

—2z4+1 siz>2



li =4y li = —3 = No existe li
lim f(=) y lim f(z) o existe  lim f(z)

Propiedad:

Para que una funcion f(z) tenga limite en & = x es necesario y suficiente que
existan ambos limites laterales y coincidan, es decir:

lim f(z)= lim f(z)= lim f(x)

T—T - T—T— T—xT(
Ejemplo:
Ejemplo 1
Aplicando la definicion de limite, probar que: lim1 %‘*‘3 =2
r—r
Solucion

lim 23 =2 siVe > 030> 0tal quesi |z — 1| <9 =|f(z) —2|<e¢

z—1
Si|t —2l<e= [ <o |Z <e= |z —1] <2
Luego basta tomar § = 2¢ para quesi [z — 1| <0 = |Zf2 - 2| < ¢
Ejemplo 2
- Aplicando la definicién de limite, probar que: lirn1 Bzx+1)=4
z—
Solucion:
liml(Sx—I- 1) =4si¥e >030 >0tal quesijt — 1| < 9= |f(x) —2| <e
T—r
0<|r—1] <d entonces |3z +1)—4|<e

Puesto que la eleccién de § depende de e, es necesario establecer una
relacion entre los valores absolutos |(3z + 1) — 4] y |z — 1]

[3x — 3| = |3z — 3| = 3|z — 1|

De tal manera, para cada ¢ > 0 dado, se puede tomar § = ¢ /3. Esto es
porque

0<|z—1] <d entonces 3|z — 1| <e= |z —-1]<e/3=0=%

Implica que 3|z — 1] <3(5) =¢



Ejemplo 3
Demostrar que lim L_ﬁ*l:?)
z—1 T
Anaélisis preliminar.
Sea € un ntamero positivo cualquiera dado. Se debe hallar un ¢ tal que:

Si0< |z—1]<J, entonces %—3‘<5(1)

Para ello, considere inicialmente la desigualdad de la derecha de (1).

2x+1)(z—1
—3‘ <s<:>‘7( Il(l )

2z%—x—1
x—1

(22 4+ 1) — 3| < e & |2z — 2| < e (simplificando, puesto que  — 1 # 0)
S2z-1l<esz-1[<§yz#1(2)
Comparando la desigualdad del lado izquierdo de (1) con la desigualdad (2), se

puede escoger d = 5 (cualquier valor menor funciona).

- 3’ < ¢ (factorizando)

Prueba formal:
Dado ¢ > 0,existe § = § > 0, tal que,
O<lz—1<d=|r-1<dANz#l=|z -1 <Az #1

é|2x72|<€/\x5£1é\(2x+1)73|<€/\m§£1é’%73 <e

2z%—x—1

= W—3’<E

Limite infinito en un punto z, (Asintotas verti-
cales)

Dada cierta funcion f, diremos que tiende a infinito cuando crezca indefini-
damente a medida que nos acercamos a cierto punto zg en el dominio. Esto
equivale a afirmar que f no esta acotada, para valores del dominio «suficiente-
mente cercanoss a Tg. Esto se denota asi

Se dice que lim f(z) = 400 si para cada M real existe § > 0 /si 0 < |z —zo| <
Tr—rTo

0= f(x) >M

Mgy, f(2) = +oo0

ppra cada M > 0 existe un & > 0 tal que

si |z — xzg| < § entonces f(z) > M

/ 56L

z0o
e —xg| < &




O bien:

Dada cierta funciéon f, diremos que tiende a —oo cuando decrezca indefinida-
mente, a medida que nos acercamos a cierto punto xy en el dominio. Esto equi-
vale a afirmar que f(x) no esta acotada inferiormente, para valores del dominio
«suficientemente cercanos» a x.

Se dice que lim f(z) = —oo si para cada M real existe § > 0 /si 0 < |z —xzg| <
Tr—xo
0= flx) <M

- 5
I;O zgl <

ra cada M < 0 existe un § > 0 tal que

si & — xg| < 6 entonces f(z) < M

limg a2, flz) = —o0

Ejemplo

1
Como ejemplo, tomemos la funcion racional f(x) = —, cuya grafica en el plano

es una hipérbola equilatera centrada en el origen de coordenadas. Tomando =
muy cercano a cero, la funcién f(x) toma valores muy grandes, por eso se dice
que f(x) tiende a infinito cuando x tiende a cero por la derecha (tiene una
asintota vertical en x = 0).




Limite lateral derecho:
lim L =00 <= VM >0,36>0 / 0<|z—0/<d=21>M

z—0t

1 . . .
Tomemos § = U en este caso la demostracion es inmediata ya que

1 1 1
- = —=>->M
O<x 0<M:>x<M:>$>
Limite lateral izquierdo:
lim, ,o- =00 <= YM>0,36>0 / 0<0-2z<d=1<-M

-1
Tomemos § = e este caso la demostracion es inmediata ya que
1 -1 1
0<0—-z<—==>2>—=-—<-M
M M x
Notas:

= El hecho de que h'rrb % = oo no implica que sea posible la divisiéon por
z—
cero. Segun la definicién de este limite, 0 < |z| < § = x # 0, con lo cual,

1
o # oo . En definitiva, /36 £s decir, esta expresion es indefinida.

» Puede haber infinitas asintotas verticales como en el caso de la funcion

f(z) = tag(z) o f(x) = sec(x)

= Para calcular las asintotas verticales de f(x) = z;{f;f = (x;?;fé')”),
buscamos, en primer el dominio D = R — {0,2}. El lugar donde habra

posiblemente :

o Asintotas verticales en 2o =0y zg = 2

. 2_ . _ , .
. lm}) L 2-6 — =0 = +o0].Luego = = 0 es una Asintota vertical
r—r
. 2_ — —_ ’ .
° lm% ‘”xz_wzf = T‘l = +o0].Luego = 2 es una Asintota vertical.
Tr—r

Limites finitos en el infinito(Asintotas horizon-
tales)

La recta y = L es una asintota horizontal de la grafica de y = f(z) si sucede
que
li =L
S )
Maés formal: Decimos que el limite de una funciéon f(z) cuando x tiende a oo es
L si para cualquier entorno de centro L y radio €, tan pequenio como se quiera, se



puede encontrar un nimero real xg, , a partir del | cual las imagenes de z > z,
pertenecen a dicho entorno:

lim f(z) =L & Ve>0,3z, €R, Si x>x,=|f(x) —L| <e

T—r00

En este caso la recta y = L es una asintota horizontal de la gréafica

imy oo f(z) = L

x>z = |[f(z) — L| < e

Decimos que el limite de una funcién f(z) cuando x tiende a -co es L si para
cualquier entorno de centro L y radio €, tan pequeno como se quiera, se puede
encontrar un nimero real x,, tan pequeno como sea necesario, a partir del cual
las imagenes de = < x, pertenecen a dicho entorno:

lim f(x) =L<Ve>0,3z,€ R, St x <z,=|f(x) —L|<e

Tr—r—00

En este caso la recta y = L es una asintota horizontal de la gréfica:

limy,_, o f(z) =L

o

z <wo = |f(z) - L| <

)

Nota: Como maximo puede haber hasta dos asintotas horizontales :Una en el
infinito y otra en el -infinito

= Ejemplo.

(z—3)-(z+2)
z(z—2)

Para calcular las asintotas horizontales de f(z) = ij__z;z 6 =

camos, en primer lugar, la asintota horizontal derecha:

, bus-



z—oo T
el 15
lim =—==—==— [im —*—=>=1 Por tanto, como es un valor concreto, y = 1 es
T—00 :ﬁ*ﬁ z—o0 1%
una asintota horizontal.
Ahora, la izquierda:
. 27 J—
r——o0 TTT4T o0
n-%-% 1-1-%

lim == —2=— |im —*5===1 Por tanto, como es un valor concreto, y =1
r——o0 =% z——o0o 1%

x
.

es una asintota horizontal.

= Ejemplo: Demuestra que lim 3:74_2 =1
xr—r 00

Como lim #2 =1 <=> lim 1+ % = 1, demostraremos este ultimo limite.

z—o0 T T—00

Sea e > 0. Hay que encontrar un nimero h tal que si x > h, entonces [1+2 —1| <
¢, lo que es equivalente,|1 + 2 — 1| < e. Basta con tomar h = 2 | puesto que si

€ !
3 +2 —
x> 2, entonces| = — 1| = = <.

G Ramas infinitas en el infinito.

El limite de una funcién cuando x tiende a infinito es infinito si podemos con-
seguir que f(z) sea tan grande como queramos, sin mas que dar a x valores
suficientemente grandes. Formalmente:

= Decimos que el limite de una funcion f(z) cuando z tiende a oo es ocosi
para cualquier namero real K se puede encontrar otro nimero real = a
partir del cual las imagenes de = > h son mayores que k :

lim f(x) =400 & VK >0,32, € R, Si x>z, = f(z) > K

T—r00

limg 4 oo f(2) = +o0

el

x>z = f(z) > K

.EjempIO: Demuestra que lim 27 = 400
Tr—r 00

10



Dado K > 0, buscamos z, > 0 tal que si z > z, entonces 27 > K.

El namero z, buscado puede ser z, = K + 1, dado que 251! > K.

Realmente bastard tomar x, = logs K, con lo que si x > loga M, se cumple que
2% > log K — [

Asi, si se toma K = 10000, basta con tomar x, = log210000, con lo que si
x > 10og210000, se cumple que 2% > 209210000 — 10000,

= Decimos que el limite de una funcién f(z) cuando z tiende a -co es oo si
para cualquier numero real K se puede encontrar otro nimero real z, a
partir del cual las imagenes de x > z, son mayores que k :

lim f(z) =400 VK >0,32, € R, Si x <z, = f(z) > K

r——00

limg_y o f(z) = o0

7\/
Z o

z < xo = f(z) > K

= Decimos que el limite de una funcion f(z) cuando x tiende a co es -co si
para cualquier niimero real K se puede encontrar otro niimero real z, a
partir del cual las imagenes de x > x, son mayores que K :

lim f(r) = —c0o e VK >0,32, € R, Si 2 >x2,= f(z) <K

Tr—r00

x>z = f(z) < K

Z o

im0 fz) = —co

= Decimos que el limite de una funcion f(z) cuando z tiende a -0o es oo si
para cualquier numero real K se puede encontrar otro nimero real z, a
partir del cual las imagenes de = > x, son mayores que K :

11



lim f(x) =—c0o<«<=VK>0,qz, € R, Si z<z,= f(z) <K

rT——00

< zo = f(x) < K

IJ’\

limy oo f(@) = —o0

a Asintotas Oblicuas

Intuitivamene hablando una recta es asintota de una funcion f(z) cuando x
tiende a oo si ambas tienen «el mismo comportamiento» cuando x tiende a oo

Formalmente :

Una recta y = ma +n es una asintota oblicua de la funcion f(z) cuando existen
y son finitos los limites:

lim@:m y lim f(z) —mx=n
T—r00

T—
Las asintotas horizontales son un caso particular de las oblicuas para el caso en
que m =0

()

limg 4o T2 = m

lim, (o f(z) — mz =n

Asintota y = mxz + n

/

182

r+1

Calcula las asintotas oblicuas de f(x) =
Método 1 (dividiendo)
Si hacemos la divisién de los polinomios obtenemos que el cociente

esC=x—1yelresto R=1

12



2
fa) = 2= -1+
Por tanto la asintota es y = x — 1 (seré siempre el cociente de la division)
Método 2 (con limites)

z2)

. . 1 . 2
lim £& — = lim ZEL = lim F¥—=1=>m=1
T—00 T—00 T oo L t®
2 2 2
lim f(z) —mzr=n= lm 2= —o=1lm &2 -2 =-1=>n=-1
x—>oof( ) z—00TT1 z—oo Tt

Por tanto la asintota es y =x — 1 en el oo

(@)

z2)

Iim &~ =m= lim & = lim F—-—=1=>m=1
z——oo T T——00 T —00 T TT
2 2 2
lim f(z) —mz=n= lim 2= —2= lim =22 =-"1=n=-1
z—>—oof( ) r—oo 1 T —00 2+l

Por tanto la asintota en el —oco es y = & — 1. Hay dos asintotas oblicuas pero
son la misma

Operaciones con limites

@l L.imite de la suma

El limite de una suma es igual a la suma de los limites de cada término, siempre
que estos limites sean finitos.

lim f(z) =by limg(z) =c = limf(z+g(x)=b+c
r—a Tr—a r—a
Si lim f(z) =by limg(zr)=+oo = lim f(z + g(z)=+00
r—a r—a r—a
Si lim f(z) =by limg(z) = —co = lim f(zx + g(z) ="— o0
r—a r—a r—a
Si lim f(z) =+o0 y limg(x)=+00 = lim f(z + g(z)=+00
r—a r—a r—a
Cuando lim f(z) =+oc0 y 1i_r>ng(x) = —oo el lim f(z) + g(z) no puede deter-
T—a €T a r—a
minarse, se dice que es INDETERMINADO de la forma 400 — co.

(¥4 1.imite del producto

h_r}nf(a:) =b y limg(z) =c= 1i_r>n f(z) g(z) = be

xr a r—a xr a

lim f(z) = b(b#0), lim g(z) = co= lim f(z) g(z) = o0

Sib=0y li_r>n g(z) = co= li_r>n f(z) g(x) = 0o no puede determinarse. Se dice
que es una INDETERMINACION de la forma 0 - co

/@3 L.imite del cociente

lim f(z) = b, limg(z) = ¢ (c distinto de 0) lim L& — &

T—a T—a z—a 9(T) c

13



Si ilg}lf(x) =0y ;%g( z) =0= hm J;(( )) no puede determinarse. Se dice que
es INDETERMINADO de la forma L

Si il_rgf(x) = o0 ilg}lg(x) = co= il_)ma% no puede determinarse. Se dice
que es INDETERMINADO de la forma &2

Limite exponencial

Caso 1: lim f(x

T—a

Caso 2: lim f

(£) =b, limg(r) = ¢ (c£0)= lim f(x) = b
r—a (

(

(

) =
#) = b, limg(x) = 0 [= lim f(x) =1
Caso 3: li_r)nf x) =

Caso 4: lim f(z) =b,(b>1) limg(z) = —oo= lim f(z) =0
T—a T—a T—a

b,(b>1) 11_rgg(x):+oo:> ;grilf(x) =+00

Si 1i_r>n flz) =0y li_rflg(x) =0, liin f(z) = b no puede determinarse. Se dice

que es INDETERMINADO de la forma 0°

Si lim f(z) = o0y limg(z) =0, lim f(z) g(z) no puede determinarse. Se dice
T—a T—a T—a

que es INDETERMINADO de la forma oo®.

Si lim f(z) =1y lim f(z) = oo, lim f(z) no puede determinarse. Se dice que
z—a z—a z—a

es INDETERMINADO de la forma 1°°.

a Operaciones con expresiones infinitas

Eiz; il(+;0)0+oo (00) - (1) = Foc
(—00)+1=- & (00) - (+00) =00
(~00) + (~00) = —oc (Zoo) - (H) = oo
~(—00)— 100 (=00) + (—00) = Foo
Ly (4+00) ) =100
Lioi ;oo si [#0 (o) 77 =0
. s
i : 0 (400)=D =0

Foo 1>1

a Indeterminaciones

Las propiedades generales permiten, junto con la definicién, calcular limites
indeterminados mediante transformaciones algebraicas.

14



Hay varios tipos de indeterminaciones, entre ellas las que se muestran en la tabla
siguiente. Considerar co como el limite que tiende a infinito y 0, 1 al limite de
una funcién que tiende a 0 o 1, respectivamente.

Operaciéon Indeterminacion
Sustraccion 00 — 00
Multiplicaciéon o0 -0
o > 0
Division — =
oo 0
Elevacion a potencia 1%°, o0, 0°

Ejemplo.
% es una indeterminacion, es decir, no es posible, a priori, saber cual es el valor
de un limite que tiende a cero sobre otro que también tiende a cero ya que el

resultado no es siempre el mismo. Por ejemplo:

2
h’mt%:oo , h’m%:l, lim — =0
t—0 t—0 t—0 t
Notese que hubiera sido imposible «eliminary las indeterminaciones en los ejem-
plos anteriores si no se hubiera supuesto t # 0, desigualdad que se deduce de la
definicién

INDETERMINACION oo — 0o

En la mayoria de los casos basta con efectuar las operaciones indicadas.
Ejemplo.-

xz+1 x
-1 r2—1

2

1 2 . 2 2 1 2
e el L=

2¢+1 _ 3

2x+1

1 —

1~ oF — +00
3

= lim
xr—r

rz—1

[}

lim T =g =~

En otros casos, sobre todo en aquellos en que aparecen radicales, basta con
multiplicar y dividir por la expresiéon radical conjugada.

Ejemplo.-

limz —+Vx?2+1

Tr—r00
: 2 _ /2 [2+v2ZHT] _

Jime = Va4 1= lim o= vo? +1] e =
. z2—z?2-1 _ . —1 _

bm e = B e =0

Ejemplo

Multiplicamos y dividimos por el conjugado

15



132— xT x ) x2 xT xr
limSacQ—\/954—&—35200—00:lim(3 vatie) (374 o)

T—00 T—00 (3w2+\/w4+a:)

4
lim 9;t —r—x __
r—s00 32 +Vzi+x

Observe que el grado del numerador es mayor que el grado del denominador

INDETERMINACION 0 - oo

En la mayoria de los casos basta con efectuar las operaciones indicadas.

Ejemplo.-

lim 5 = —=1lim
x—0

0 1—>0x—1 -1

x? r+1 0 . .T-i—l 1
r—1 T

RN INDETERMINACION

oo

Cuando solo aparecen funciones racionales, basta con descomponer factorial-
mente el numerador y el denominador y simplificar para evitar la indetermina-
cion.

Ejemplo.-
. (2?1 0 . (@—D(@*+z+1) . (*+z+1) 3
hm = — = [1Im = lim — _
z—1\ 22 -1 0 =1 (x—1)(xz+1) z—=1 (z+1) 2

En aquellos casos en que aparecen funciones irracionales (radicales), basta con
multiplicar y dividir por la expresion radical conjugada.

Ejemplo.-

. T 0 x 1+vVi—z . z(1+ \/ﬁ (14 +/1—2x)
lim—— = — = lim = lim
@=01—1—x 0 1*01—\/l—$1+\/1—1‘ z—0 1:—)0
Ejemplo .-
Calcular lzm VIo2
W
lim—Z=2_ = 0 IND.

z—4+/x—2/T 0
Resolvemos multiplicando numerador y denominador por el conjugado de cada
uno:

VT2 — i V-2 Jz+2Vz2VT . z—4 Vz+2J/T —lim VI—2 /z+2 «/z+2f_

lim

lim (z—4)2(z+2/7) \/M(x 4)(@+2v)
T4 /(22 —4x)(r/x+2) 95%4 \/,(;pfzr)’x(\/x-i-Q
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Indeterminacién =

En la mayoria de los casos basta con dividir el numerador y denominador por
la mayor potencia de x del denominador.
Ejemplo 1 .-

4m3+1
2x3+x

Calcular lim
T 00

00
Indeterminaciones del tipo — que son cociente de polinomios y/o de raices de
00

polinomios. Para resolver estas indeterminaciones es preciso averiguar en cual
de los casos siguientes nos encontramos:

1. El numerador tiende a oo méas rapidamente que el denominador, en cuyo
caso el cociente tenderd a co. Ademas habra que determinar el signo del
limite, es decir, si tiende a +00 0 a -co

2. El denominador tiende a oo mas rapidamente que el numerador, en cuyo
caso el cociente tenderé a 0.

3. Numerador y denominador quedan «en tablasy (los dos son infinitos del
mismo orden), en cuyo caso el limite serd un nimero finito distinto de 0.

4. Una idea que se puede aplicar en estos casos es dividir numerador y deno-
minador por el término que converge a infinito mas rapidamente. Para ello
se debe recordar que, cuando x — oo , ™ tiende a oo més rapidamente
cuanto mayor es 1.

413+1 _ 00

Comenzamos por aplicar las reglas del calculo de limites: lim 575 = 22
T

oo

00
Se trata de un limite indeterminado de tipo —. Para aclarar la indeterminacion,

0o
dividimos numerador y denominador por el término que tiende mas rapidamente
a infinito. En este caso, entre todas las potencias de x que aparecen la mayor es

x5,
Dividiendo numerador y denominador por 2?3, se obtiene
3 423 1 1
zmﬂz limw%J“F - Mm“i:%:g
z—=o0 213 4+ 1 w»—)ooQI%S_FI% a:n—>002+% 2

1

, . 1 . k
ya que, los términos 1= y 5 son del tipo ==, luego convergen a cero cuando x

tiende a oo
Ejemplo 2

iy Vet lta®
Calcular wl’%_(glo VoS 1420
Solucion

00
De nuevo vemos que se trata de un limite de tipo —.
00

17



Los términos que aparecen son :

En el numerador aparecen vz* + 1, cuyo comportamiento cuando x — oo es
como p Va2 = z%/? = 22, y 2.

En el denominador aparecen vz 4 1, cuyo comportamiento es como Va3 =
/3y 2.

Por tanto lo que tiende a infinito més rapidamente es 22 (es la mayor potencia
de = que aparece). Se puede, pues, aplicar la técnica de dividir numerador y
denominador por 22.Sin embargo, es més facil tener en cuenta sélo los términos
dominantes, como antes:

e cuando x — oo el numerador se comporta como z2 + a2 = 222.

e cuando x — oo el denominador se comporta como 2z.

. . . Vi 1422 . 22 .
En consecuencia se tiene lim YEEIET™— 15 220 — lim g = 400
00 Vad+14-2z 00 2z 00 *
Ejemplo 3
. )
Calcular lim Y& =z
oo T

Solucion

00
De nuevo vemos que se trata de un limite de tipo —.
00

Los términos que aparecen son :

En el numerador aparecen vz2 + x, cuyo comportamiento cuando z — oo es
como V22 = 22/2 = .

e cuando x — oo el numerador se comporta como x.

e cuando x — oo el denominador se comporta como .

. . . /12 . .
En consecuencia se tiene lim Y2tZ—[im £ = lim1 =1

z—oo T x—o0® TH00
Otra formade hacer seréd dividir numerador y denominador por el mismo valor,

aquel que permita salir de la indeterminaciéon

Nez IS ;

. 2 . . N . 1+ V

lim Y22 — Iim —=— = Iim Y2222 = [im 1£:¥:1
Ejemplo 4

Calculo de limites de funciones irracionales cuando x tiende a —oo

A veces este tipo de limites pueden conllevar alguna dificultad. Lo mas efectivo
es hacer una cambio de variable: Cambiamos x por —z y —oo por +oco de forma
que:

lim f(z) = lim f(—=x)

T——0Q r—+00

. . VaZ=9 . V(=z)2=9 .. )
Ejemplo hmI_,_OO ﬁ = 11mw_)+oo T:hma;_)_i_oo ﬁ:
’ Va2 ’
limy 4 oo TI_l = limy 4o ﬁ =-1
Ejemplo 5

Calculo de limites de funciones racionales cuando x tiende a un namero

18



Si f(z) y g(x) son funciones polinomicas de cualquier grado, entonces: lim j; ((‘7;)
Tr—T0o

f(z0)

g(zo)

Es decir, basta con sustituir x por zg para calcular el limite. Podemos obtener

tres tipos de resultados:

= Caso 1) siendo b # 0 FIN

a
b

= Caso 2) siendo a # 0 LIMITES LATERALES

0
= Caso3) ¢ INDETERMINACION

- En el caso 1 no habria ningtin problema. Ya estaria el limite calculado. Veamos

3 3
: e 201 281 7
un ejemplo: 31171_>r112 51 = 335-1 = 3

- En el caso 2 debemos estudiar los limites laterales.

- En el caso 3 obtendriamos una INDETERMINACION. Eso significa una es-
pecie de atasco, por lo que debemos tomar otro camino para calcular el limite.

Caso Indeterminacion %

Cuando al calcular el limite de un cociente de polinomios obtenemos un resul-
tado del tipo %, estamos ante una Indeterminacién que se resuelve dividiendo
numerador y denominador por (x — z)

f) _ flzo) _ 0

lim = = —
e=zo g(z)  g(zo) O

Resolvemos la INDETERMINACION haciendo

f(z)

m f(x) _ z—1xg
TS0 g(x) g(z)
r—xo

O lo que es lo mismo factorizando los polinomios y simplificando.

Veamos un ejemplo:

z. 2 — 2_ ] — . . . .
lim £ ;‘ 2””5 8 =1 = 12 15 3 = Y Dividimos numerador y denominador por (x-1)
z—1 9%~ 1= 0
2
e 4+2x—3
lfm 224223 _ |y~
z—1 55 1 ST

Si hacemos las divisiones del numerador y denominador (aplicando Ruffini si es
224203 (z—1)(x+3)

necesario) obtenemos: lim —=— = lim —t—5— = lim ¥= = ¢

z—=1  T-1 =1 o1 z—1

Il Indeterminacion 1%

Ejemplo
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Las indeterminaciones de tipo estan basadas en el namero e y se pueden
resolver de muchas formas.

Una de ellas es aplicando la siguiente formula (donde A puede ser un ntumero o
un infinito)

lim f(z) :eL}LH}‘g(fo(a:) —1)}
z—A

Veamos un ejemplo:

lim, oo (525
Aplicamos la formula

, T

2r +1 LIIHOIO@%' +1)- ( — 1)]

i 00 (#2) _ ol T+ 2
Hacemos las operaciones aparte
2z +1)- (%H - 1) =2z+1)- w_x(i;rz) ==2z+1)- x;+22 = _ﬁﬁf Entonces
tenemos:

w41 [ i —4x — 2}
€ 1im ———7—
lim, 00 (Tiz) =elewe T4+2 [ 4o

1
et

20



Elnci()n continua en un punto y en un inter-
valo.

Continuidad en un punto

Diremos que la funcién y = f(x) es continua en x = a. si se cumplen las
siguientes condiciones:

Existe f(a), es decir, f(z) esta definida en = a., o lo que es lo mismo
a € D = Dominio(f) .

Existe el lim f(z) .

T—a

Es decir el valor del limite, tanto por la derecha o por la izquierda de
T = a. es finito y vale lo mismo

Ambos valores coinciden, es decir lim f(z) = f(a).
r—a

Si tenemos en cuenta la definiciéon de limite, podemos obtener la siguiente defi-
nicién equivalente:

y = f(x) es continua en z = a. <para cada e > 0 3 § > 0 tal que si
|l —a| <0 =|(z)— fla)| <e€

Continuidad por la derecha en un punto

Diremos que y = f(x) es continua por la derecha en z = a. si lim+f(z) = f(a).
r—a

Continuidad por la izquierda en un punto

Diremos que y = f(z) es continua por la izquierda en z = a. si  lim f(x) =

f(a). o

IR Continuidad en un intervalo abierto

Diremos que y = f(x) es continua en el (a,b) si es continua en cada uno de los
puntos del intervalo abierto (a,b).

IR Continuidad en un intervalo cerrado

Diremos que y = f(x) es continua en el [a, b] si:
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= y = f(z) es continua en el intervalo abierto (a, b)g(a)7£0.
= y = f(z) es continua por la derecha en x = a.

= y = f(z) es continua por la izquierda en xz = b.

IRl Tcorema

Siy = f(z) es continua en x = a. =existe el il_I}Illlf(,T) . (La demostracion es
inmediata)

Sin embargo, el teorema reciproco no es cierto en general.

Como ejemplo, comprobarlo para:

fla) ===

Existe el limite

. 2_ .
limZ=L = lim
z—1 T~ r—1

% = liﬂ%x + 1 =2 pero no existe f(1)
z—

IBBY@ Teorema de la conservacion del signo

Sea y = f(x) una funcion continua en x = a. siendo f(a) distinto de 0 existe
un entorno de x = a. en el que los valores de f(x) tienen el mismo signo que
f(a).

Demostracion:

Supongamos que f(a)>0 (si fuese negativo, se razonaria de modo similar). To-
fla
i
36 >0tal quesi |z —a| < 0= |f(x)— fla)] <€

el _ fla) 3f(a
Es decir: si @ € (a — §,a 4+ 8) = f(z) € (f(a) — &, f(a) + &) = (L) 3/la)y

Por lo tanto: f(z) > 0. (Como se queria demostrar)

memos . € = Por la continuidad de y=f(z) en x = a. se tiene que:

IR Tecorema de la acotacion de la funcién continua

Siy = f(x) escontinuaen x =a= y = f(x) esta acotada en un cierto entorno
de = = a.

Demostracion:

Tomemos & =1 > 0. Por la continuidad de y = f(z) en x = a se tiene que:
36 > 0 tal que si # € (a — d,a + J) entonces f(x) € (f(a) — ¢, f(a) +¢) =
(f(a) = 1, f(a) +1)

de modo que (f(a)—1, f(a)+1) esun intervalo acotado, por lo tanto y=f(z) esta
acotada en el entorno (a — 9,a+ 9) de x = a.
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Operaciones con funciones continuas.

Sean f(x)y g(x) dos funciones continuas en x = a., se tiene entonces que:
f(z) £ g(x) es continua en x = a.

f(z) g(z) es continua en x = a..

f(z)
g(z)

f(x)g(m) es continua en 2 = a. suponiendo que f(a) > 0 (para que tenga sentido
la potencia).

es continua en x = a. si g(a)#0

IR Tcorema:

Si f(x) es continua en x = a. y g(z) es continua en y = f(a) (gof)(x) es
continua en x = a.

Demostracion:

Consideremos z — f(x) =y - g(y) siendo = foq 9(y)

Por g continua en f(a) = 3 > 0/ si |y— f(a)| < d entonces |g(y) —g(f(a))| < e
Por f continua en a =>para el anterior 6 Iy > 0 entonces |f(x) — f(a)| < 7

De lo dicho anteriormente resulta que:

Dadoe > 03y / |r—a| < v entonces | f(z)— f(a)] < = |g(f(x))—9g(f(a))| <e
Ejemplo :

x+2

r—2
Veamos si se cumplen las tres condiciones anteriores de continuidad:

Llim f(z) = lim &2 = 342 —_ 5

x—>3f( ) z—3%2 3-2

2. f(3) = £2 =5

3
3. lim f(z) = f(3)

Por tanto, f(z) es continua en el punto x = 3.

La funcion f(z) = jes continua en el punto = = 37

Ejemplo :
Dada la funcion f(z) = i;:;, estudiar la continuidad de dicha funcion en
x=1.

Veamos si se cumplen las condiciones necesarias:

21 1) -(z—-1 1 141
limx :lim(m+ ) (@ ):limer = + =2
a=1z2 —x 21 z-(x—1) =1 T 1
Veamos si 1 € Dominio = f(1) = % = 1no existe, pues se anula el denomi-

nador.

El limite y f(1) no son iguales porque f(1)no existe y, en consecuencia, no se
pueden comparar.

Por tanto, al no estar definida la funcién en el punto z = 1 no podemos hablar
de la continuidad en dicho punto.
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IB8 Discontinuidades.
Se dice que una funcion y = f(z) es discontinua en z = a. si no es conti-

nua en dicho valor de z, es decir, no cumple alguna de las tres condiciones de
continuidad.

IBRN TIPOS DE DISCONTINUIDADES

La discontinuidad de una funcién en un punto puede ser clasificada en:

continua
evitable
Funcion de salto finito
discontinua ) de 12especie de salto infinito
esencial o
asintotica
de 2%especie

1. Evitable: Cuando existe el lim f(z) pero no coincide con el valor de
T—a

f(a) por una de estas dos razones, son distintos los valores o no existe

f(a)

lim f(z) =c¢ lim f(z) =c
T—a~ T—a~
lim f(z) =c o bien lim f(z) =c
z—at r—at
fla)=4d f(a) no existe
Ejemplo 1
x? stx <2
x =
fle) {—2x+8 six > 2
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Ejemplo 2

T six <2
flz) = 1 z=2
—2r+8 six>2

Siy = f(x) tiene una discontinuidad evitable en x = a, llamaremos ver-
dadero valor de la funcion en z = a. al lim f(z) . Dicho valor es el que
r—a

convierte a la funcion en continua.

. De salto finito: Cuando existe el limite por la derecha y por la
izquierda (siendo ambos finitos) pero no coinciden.

lim f(z) =c lim f(x) =c lim f(z) =c
xl;;laf(x) =d obien le’T(rIz+f(x) =d obien Il?:z+f(x) =d obien
xﬁ;(a) =d fx(;)a no existe xﬁ;(a) =c

lim f(r) =c

fla)=e

a) Ejemplo

flz) =

x? st x <2
—2r+1 six>2
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A este tipo de discontinuidad de primera especie se le llama salto finito, y
el salto (Ay) viene dado por: Ay = | lim f(x) — lim+f(x)|
r—a— r—a

3. Salto infinito Cuando alguno de los limites laterales no es finito.

lim f(z) = o0 lim f(z) = £c0
r—a T—a—
lim f(x) =d o bien lim f(x) =d o bien los mismos casos
z—at z—at
fla)=d fla) noexiste

por la derecha de x = a

Ejemplo

—  sixz>2

2 ) 2
f(z)—{ xl St x <

|
@
——1—

4. Asintética Puede ser asintética por la derecha, por la izquierda o por
ambos lados.

lim f(z)=c lim f(z)=c
T—a~ T—a~
lim f(x) =d o bien lim f(x)=d
r—at r—at
fla)=d f(a) no existe
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lim f(z)=c lim f(z)=c
T—a~ r—a~
o bien lim f(z) =d o bien lim f(z)=d
z—a™t z—a™t
fla)=c fla)=e
Ejemplo
1
fa) = —
.
3
. \
=10 —
—3 —2 —1°¢ x

-

|
SIS
I

==
[SENN)
[

5. Esencial: Cuando no existe alguno de los limites laterales (o ambos).
Puede serlo por la derecha, por la izquierda o por ambos lados.
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