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Polinomios

Un polinomio es una expresion algebraica constituida por una suma de fi-
nita de productos entre variables (valores no determinados o desconocidos) y
constantes (nimeros fijos llamados coeficientes), o bien una sola variable. Las
variables pueden tener exponentes de valores definidos naturales incluido el cero
y cuyo valor maximo de exponente se conoceré como grado del polinomio.

anx™ + ap_1x™ 4+ . + asz?® + a1z + ao

n es el grado del polinomio

Apyy Oy eeveee , a2, a1, agson los coeficientes

Cada término de la suma se llama monomio

Se llamara binomio si solo tiene dos términos ,por ejemplo 324422 6 423 +5.

Se llamara trinomio si solo tiene tress términos ,por ejemplo 3z* + 2z + 9
64x3 — 2% 42

Valor numeérico del polinomio

Si fijamos, o escogemos, un valor concreto para la variable de un polinomio
aparece un numero real el valor numeérico del polinomio para ese valor determi-
nado de la variable.

Ejemplo
Si evaluamos el polinomio p = —3z3 — 22 + 2 en = 4 obtendremos el
nimero p(4) = —3-43 +42+2 = -3-64+ 16 +2= 1875+ 7= —174
Si evaluamos el polinomio p = —3z2 — 22 + 2 en 2 = 0 obtendremos el
nimero p(0) = —3-03+02+2=-3-0+0+2=2
Si evaluamos el polinomio p = —3z3 — 22 + 2 en x = —2 obtendremos el
nimero p(—2) = =3+ (—2)3 4+ (=2)2 +2 = -3 - (-8)+4+2=30

Operaciones con polinomios.

Suma y resta:

Para obtener la suma de dos polinomios P(z) y Q(z) :

Ordenamos los polinomios del término de mayor grado al de menor.

Agrupar los monomios del mismo grado.

Sumar los monomios semejantes sumando o restando los coeficientes con los
coeficientes de la misma potencia.



Ejemplo
Por ejemplo, consideremos los polinomios:

P(z) =5z*+32% =322+ T — 1 y Q(z) = 223 — 5z + 10
P(z) + Q(z) = 5a* + 52° — 322 + 23+ 9

I Producto:

Dados dos polinomios P(x) y Q(x), para multiplicar P(x).Q(x), se multiplica
cada monomio de P(x) con cada uno de los monomios de Q(x) y después se
suman los monomios del mismo grado, obteniendo otro polinomio cuyo grado
es la suma de los grados de los polinomios que se multiplican.

Ejemplo
Por ejemplo, consideremos los polinomios :

Plz)=5z*+322+7r -2 y Q(z)=22%+322-1

P(z).Q(z) = 1027 + 152° — 5z* + 625 + 9z — 322 + 14a* + 2123 — 7o —
423 — 622 +2 =

= 1027 + 1525 + 182* + 62° + 1723 — 922 + 7 + 2

Propiedades del producto de polinomios

Propiedad conmutativa. Si p y q son dos polinomios, no importa el orden en
el que los coloquemos a la hora de multiplicarlos:

p() - q(z) = q(z) - p(z)

Propiedad asociativa. Nos senala como se pueden multiplicar tres o mas
polinomios. Basta hacerlo agrupandolos de dos en dos:

p(x) - (qg(z)-r(z)) = (¢(z)-p(x))-r(2)

Propiedad distributiva de la multiplicacién respecto de la suma.

p(x)(q(z) +r(x)) = (p(x)-q(x)) + (p(z)-r(z))



IPRNN Division:

Dados dos polinomios P(z) y Q(x), para poder dividir P(x) entre Q(x), el
grado de P(x) ha de ser mayor o igual que el de Q(x).

P(z) = Q(z).C(z) + R(x)

Ejemplo

Consideremos los polinomios:
P(z)=42*-1223+72 -5 y Q(z) = 3x? — 6z

Realicemos la division P(x) : Q(x)

4z* — 1223 + 72 —5|32% — 6z
—4z* + 823 %ﬁ,%z,%
— 43
423 — 822
—8z% + Tz
8z2 — 16x
— 92 -5

= Se divide el término principal del resto, (4z*), por el término prin-
cipal del denominador, (3z?%): 42%/322 = §x27 el resultado %xQ es

el primer término del cociente.

= Tomamos el término que acabamos de obtener y lo multiplicamos
por el denominador: $22(32? — 6z) = 4a* — 823

= Restamos del numerador el resultado de la multiplicacién anterior,
dando lugar al siguiente resto. -> Nuevo resto: 4z* — 823

= Se divide el término principal del resto, (—4x3), por el término

principal del denominador, (3z2): 423 : 322 = — 2z, el resultado

3
?x es el siguiente término del cociente.
= Tomamos el término que acabamos de obtener y lo multiplicamos

por el denominador: —3z(3z% — 6z) = —4a® + 822

= Restamos del numerador el resultado de la multiplicacién anterior,
dando lugar al siguiente resto. -> Nuevo resto: —8z2 + 7z — 5




» Se divide el término principal del resto, (—8z2), por el término
principal del denominador, (32?) = —8z? : 322 = =2, el resultado
—8

= es el siguiente término del cociente.

= Tomamos el término que acabamos de obtener y lo multiplicamos
por el denominador: 2 (3z% — 62) = —822 + 16z

= Restamos del numerador el resultado de la multiplicacién anterior,
dando lugar al siguiente resto. -> Nuevo resto: —9z — 5

= El resto tiene un grado polinémico menor (g=1) que el divisor
(g=2), lo cual indica el final del proceso de division.

= El resultado de la division se conforma de la siguiente forma:

COCIENTE + 2ESTO_

= El resultado final de esta divisién polinémica es:

4.2 4, 8 | 95 1 _4.2 4. 8
» 327 — 30— 3+ 3204, o bien C(z) = 32° — 32— 5 yelrestoes

R(z) =—-9z -5

Ejemplo

3 42 —1|x—1
_:L,3 +$2 $2+2$+2

222
— 222 4+ 2
20 — 1
—2x 42
1

Regla de Ruffini.Teorema del resto

Divisién por un monomio de la forma (z — a):
Para realizar esta division aplicamos la Regla de Ruffini

Por ejemplo, realicemos la division (2% — 222 + 3z —5) : (x + 2)



I Teorema del resto.

El valor numérico que adopta un polinomio p(x) al particularizarlo en z = a
coincide con el resto que aparece al dividir p(z) entre z — a.

Descomposicion Factorial.

Por ejemplo, factorizar el polinomio P(z) = 323 — 622 — 32 + 6

Aplicamos Ruffini con los divisores de +6 que son : +1,+2, +3,+6, y nos
quedamos con los que den de resto 0.

3 —6 -3 6 3 -3 -6
1 3 -3 —6 2 6 6
3 -3 —6 0 3 3 0
3 3
-1 -3
3 0

Plx)=(x—1)-(x+1)(x —2)-3 siendo las raices de P(x) = z = 1,2 =
—1l,x=2

Nota:A la hora de buscar las raices enteras de un polinomio disponemos del
siguiente resultado:

Dado un polinomio cualquiera anx™+an,_12" 1 +...... +asr?+ax+ag cuyos
coeficientes son todos niimeros enteros, sus raices enteras, si las tuviera, se en-
cuentran necesariamente entre los divisores enteros de su término independiente
al.



I Factorizacion de polinomios

Todo polinomio de grado n tiene a lo sumo n raices reales, alguna de las
cuales puede aparecer repetida entre esos no mas de n ntimeros reales.

Basandonos en el calculo de las raices de un polinomio vamos a realizar
el proceso de descomposiciéon de un polinomio en forma de producto de otros
polinomios més sencillos. (Factorizacion de un polinomio): Nos vamos a basar en
el siguiente enunciado:

La condicion necesaria y suficiente para que un polinomio P(x) sea divisible
por (z — a) es que a sea una raiz de P(z). Podemos reescribir este resultado de
la siguiente manera: Un polinomio P(x) es divisible por (x — a) < a es una raiz

de P(z).

Demostracion:

=5i P(x) es divisible por (z — a) = a es una raiz de P(x)

En efecto: Si P(x) divisible por (x —a) = r =0 = P(a) = 0 (por el teorema
del resto) = a es raiz de P(x)

<Si a es una raiz de P(x) = (x — a) divide a P(z) :

En efecto: a raiz de P(x) = P(a) = 0 (por el teorema del resto). El resto de
la division de P(x) entre (x — a) es 0 = (x — a) divide a P(x) por la definicion
de raiz.

Consecuencia : si a es una raiz de P(x) = P(x) = c¢(x) (x — a)

El polinomio dado queda descompuesto en forma de producto de dos factores.
Repitiendo el proceso para c(z), éste se puede descomponer a su vez de nuevo
y asi sucesivamente.

Llegando al resultado general:

Dado el polinomio P(z) =an2" + @y 12" 1 +...... +asx? + a1z +ap cuyas n
raices son x1, X2, ..., T, ,dicho polinomio se puede descomponer factorialmente
de la siguiente forma:

Decimos que un polinomio es reducible si admite una factorizacién median-
te polinomios de grado inferior al suyo. En caso contrario el polinomio sera
irreducible.

Ejemplo

Factorizar 2z* + 923 — 3222 — 99z + 180




2 9 =32 =99 180

3 6 45 39 —180
2 15 13 —-60 0
2 15 13 —-60
—4 -8 —28 60
2 7T —15 0
2 7T =15
-5 —10 15
2 -3 0

2z 4+ 923 — 3222 — 99z + 180=2 (z — 3) (z — 3) (z +4) (z +5)



Fracciones algebraicas.

Denominamos Fraccion Algebraica al cociente de polinomios:

ggg con Q(z) #0

. . 3z—5 . 5
Por ejemplo: T ra T ) 790513

Simplificar fracciones algebraicas:

Para simplificar una fraccion algebraica, hay que descomponer factorial-
mente los polinomios del numerador y del denominador, y después, eliminar los
factores comunes de ambos.

Por ejemplo, simplificar la fraccion:

2®450°+6a _ z.(2°+5246) _ z.(x+2).(z43) _ 243

3 +322+2z ~ w.(22432+2) z.(z4+2).(z+1) — z+1

Operaciones:

Suma y resta:
Para sumar o restar fracciones algebraicas, procedemos como en la suma de
fracciones numérica, reducimos a comun denominador.

3x—1  _  4x%—1
2 4+2x+1 r2—21—3

Por ejemplo, realizar la siguiente diferencia :
Obtenemos la descomposicién factorial de cada denominador:
2 4+2r+1=(zx+1).(x+1) = (z+1)?
2?2 —2x —3=(x+1).(x — 3)

el minimo comtn maltiplo es (z + 1)2.(z — 3)

3z—1  _ 4x®—1 _ (z—3).(3z—1)—(x+1).(4z®—1) _
z24+2x+1 z2—-2x—-3 (z+1)2.(z—3) -

—4933—932—914»4
(z+1)2.(z—3)

Producto:
Basta multiplicar los numeradores y denominadores entre si:



pi(z)  ai(z) _ pi(z)-q1(=)
p2(z)  q2(z) = p2(z)-q2(x)

Divisioén. Sigue la conocida regla de la division de fracciones numéricas:

p1(x)-g2(x)
p2(z)-q1(z)

pi(z) . qi(z)
p2(z) * q2(x)



