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Vectores en el plano

Vector Fijo

Un vector fijo es un segmento orientado. Es decir,
un par ordenado de puntos. El primero se denomina
origen y el segundo extremo del vector. Cuando ambos
puntos coinciden se denomina vector nulo.

Para describir un vector fijo se noml:)ran su origen y
su extremo con una flecha por encima AB.

Los elementos que definen un vector fijo son :

» Mddulo: Longitud del segmento AB. Y se escribe
—
|AB|

= Direccion: Es la recta sobre la que se encuentra el

vector.

» Sentido: Cada direccién tiene dos sentidos.Diremos
que dos vectores fijos tienen igual sentido(teniendo
igual direccion) si al unir los origenes de los vectores
por una recta ambos extremos estan en el mismo

semiplano

A

Figura 1: Vector fijo

N
El vector AB es un vector de origen en el punto A y extremo en B. Conocemos

su origen A = (xg,y0) y su final B = (z1,y1).

Se denota por ﬁ, y sus coordenadas son AB = (1 — 0, y1 — Yo)-

Se llaman Vectores equivalentes o equipolentes: El conjunto de los vecto-

res fijos con igual modulo, direccion y sentido.

Vector libre

Es el conjunto de vectores que son equivalentes entres
si. Para representarlo cogemos como representante aquel
que tiene por origen el (0,0).

Un vector LIBRE representa un conjunto de
vectores fijos(equipolentes) con igual médulo, di-
reccion y sentido.

Cada uno de los vectores de ese conjunto es un repre-
sentante del conjunto y puede ser usado para cualquier

operacion como representante de todos.

Figura 2: Vector li-
bre



Nota: Para entender esto , debemos pensar en que los vectores equipolentes
son como una caja de tornillos del mismo tipo. Cada tornillo es representante de
su clase de tornillos. Todos los tornillos de esa clase es lo que llamamos «tornillo

librey.

Por ejemplo el vector libre (2,1)= {(0, 0)(2,1); (1,2)(3,3); (1,0)(3,1); (0,3)(2,4);
Estaran todos los que la diferencia entre las coordenadas del punto origen y

extremo da cémo resultado (2,1).

Vector Libre: Soélo se conocen sus coordenadas, y se denotan por U =
(a,b).

Mobdulo de un vector.

Sea @ un vector libre, llamamos moédulo del mismo a su longitud, y lo

denotamos por ||
Ejemplo

Sea el vector dado por los puntos A(1,3) y B(5,1).
Si no fijamos en el tridAngulo que se forma, es rectangulo y podemos usar
Pitagoras:
N
Hipotenusa = |AB]

A(1,3)

(/AR
(4,2)

[ 5,1)
[AG|=y/(4)2 + (=2)2 = 4:%&‘

—
Tendremos |AB| = \/(1 —5)24+(1-3)2= V20

N
En general para hallar el médulo del vector AB; con A(zg,yo) v B(x1,y1)

>
haremos |AB|=

\/($1 —20)% + (y1 — y0)?



Operaciones con vectores
Sean U = (a,b) y ¥ = (¢, d) dos vectores libres y sea k un ntimero real, se
definen las siguientes operaciones:
Sumas y restas de vectores.
Graficamente:Se suman aplicando la regla del paralelogramo.
Analiticamente , se suman coordenadas:
U+ = (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)

U -V = (a,b) — (¢,d) = (a — ¢,b—d)

Propiedades de la suma de vectores
s Conmutativa: Dados dos vectores del plano 7, T=U+7 ="+

= Asociativa: Dados tres vectores o, v, @ del plano, (7 + 7) + W =
U+ (U + ).

= Elemento neutro: Dado 7, un vector cualquiera del plano, U +0=

0+d =1.

Es decir, el vector 0 es el elemento neutro de la operaciéon suma de vectores

libres del plano.

e Demostracion: Recuérdese que 0 es el vector del plano formado por

todos los vectores fijos cuyo origen coincide con el extremo.
Se elige un punto fijo del plano, O, y con origen en O se busca el vector
OP representante de .

Los vectores OO y ﬁ son representantes del vector 0.
Asisetiene:ﬁjLO:O?jtﬁ:O—}%:7y0+7:7

» Elemento simétrico: Dado un vector @ del plano, existe otro vector
—7, tal que,
U+ (-u) = (=u) + °« = 0. El vector — recibe el nombre de

simétrico u opuesto de .



Demostracion: Bastara con demostrar una de las dos igualdades:
Sea ]@ un representante de . Considérese el vector — = Q?
T (W) PO+ OP PP -0y (W) + T -0

Como consecuencia de todas las propiedades vistas se dice que el conjunto
de los vectores fijos del plano, junto con la suma de vectores, constituye

un grupo conmutativo.
Observaciones:

Dado un vector 7, su opuesto — tiene el mismo modulo, la misma

direccion y sentido contrario al de 7, Basta con ver la construccién de

.

Resta de vectores:Dados dos vectores y 7, existe un tinico vector

7 que verifica =7+ 7.

Si existe tal vector, serfa: & = v + ¥= (- V) + U = (- ¥) + (V +
7)

Por la propiedad asociativa, (- ¥) + (v + @) = [(- V) + ]| + Z =0
+7=7

Asi, el tnico vector que puede verificar tal propiedad es el vector 7 = (-

7))+ .
Falta ver que efectivamente la verifica:

T T =0+ [V)+ W =[0+ (7)) +T=0+7"="7,queesla
igualdad buscada.

El vector (-v) + @ recibe el nombre de diferencia entre los vectores U y

7, v suele representarse por u- .

Producto de un vector por un nimero.

Si k es un ntmero real y 7 un vector no nulo, el producto & - o serd otro

vector con las siguientes caracteristicas:

Su modulo es igual al moédulo de o multiplicado por el valor absoluto de

k.
Su direccién es la misma que la de .
Su sentido es el mismo de ¥ si k es positivo o el contrario si k es negativo.

Cuando ¥ es el vector nulo, o £ = 0, el resultado es el vector nulo:
0-U=k- 6> = 6>

Analiticamente k - (a,b) = (k- a,k - b)



Primeras propiedades del producto de nimeros por vecto-

res

= Dado un vector U se verifica que 117 =.

e Demostracion: En efecto, |1 7| = [1]-|¢] = ||

e Por definicién 1- U tiene la misma direcion que . Como 1 es positivo,
el sentido de 1-% es el de @. Por tener el mismo mobdulo, la misma

direccién y el mismo sentido, los vectores libres U y 14 coinciden.
» Para cualquier vector , se verifica que (—1)-7 T4

e Demostracion: Para verlo conviene recordar que - U tiene el mismo
modulo, la misma direcciéon y sentido contrario al de . Sise concluye

que (-1)~7 cumple esas tres condiciones, se tendra la propiedad dada.
(1) | = 1| = 1] = [
e La direccién de (-1)- es la de .

El sentido de (—1)-7 es opuesto al de U, porque -1 es negativo.

Asi pues (—1)~7 tiene modulo, direccién y sentido iguales a los de -
7. Por tanto:

o (1)U =-.

Sean W y T dos vectores no nulos. Entonces:

. SiW y o tienen la misma direccioén, existe un namero r tal que U = 7“-7; y

res positivo si u y ¥ tienen el mismo sentido, y negativo en caso contrario.

e Ademas, de @ =r- ¥, se deduce que || = |r| - |[V| = |r| = %|

e A partir de ahora, para diferenciar numeros de vectores, a los prime-

ros se les llamaré, a menudo, escalares.



s Otras propiedades del producto de escalares por vectores Dados dos nu-

meros reales r y s, y un vector U se tiene:

o (ki ky-8) - U =ky- (ko)
o Debido al extraordinario parecido que tiene esta propiedad con
la propiedad asociativa del producto de ntimeros, a veces se la

denomina propiedad asociativa.

= Propiedad distributiva del producto respecto de la suma de escalares Da-

dos dos ntimeros r y donde s y un vector 7, se cumple la igualdad:

(k}1+]€2)'7:/€1'7+k2'7

e Demostracion: Se hara unicamente en el caso ki, ks > 0. Para com-
probarlo en los demas casos, bastara con hacer pequefnias modifica-
ciones teniendo en cuenta los sentidos de los vectores.

Los vectores ky - u v ko - 7 tienen la misma direccion y el mismo
sentido. Al sumarlos se suman los médulos y se mantienen la direcciéon
y el sentido.

Asipues, [ky - U +ky- U] = |ky- U | + ko - U | = k1 - |[U| + ko - ||
Pero |(ki+ ko) - W| = (k1 +k2)-|W| = k1 ||+ ko - || Luego ambos
vectores tienen el mismo modulo.

La direccion y el sentido de ambos coinciden con los de .

Por tener iguales el médulo, la direccion y el sentido ambos vectores

libres son iguales.

= Propiedad distributiva del producto respecto de la suma de vec-

tores : Dados un nimero real k£ y dos vectores v y T, se verifica
k-(W+V)=k-d+k-b

Demostracion: Para demostrarlo se elige un punto P del plano y a partir
de 6l se llevan los vectores W = PHy kW = PH’

Se construye el vector o con origen en H, obteniéndose el punto M Pro-
longando la recta PM y trazando por H’ una paralela a HM, se obtiene M’
como punto de interseccién Los dos tridngulos PHM y PH’'M’ son seme-
jantes por el teorema fundamental de semejanza de tridangulos. Su razén
de semejanza es: PH’/PH = r por ser PH’ = k-7 yPH = 4.

Asi pues, Ig%/ =k, conloque HM' =k -HM

Puesto que los vectores HM y H’M’ tienen la misma direcciéon y sentido,
se tiene que H’'M’ = k-HM = k-b



De la misma forma PM’ = k-PM, de donde se da la igualdad vectorial
PM’ = k-PM.

Ya es facil demostrar el resultado enunciado: k(7 +70) = k-(PH+HM) =
k-PM =PM'

k- +k-o=PH +HM = PM. De ahf la igualdad.

Combinacion lineal de vectores.

. ca 1 - 7 - C
Una combinacién lineal de los vectores a; b y ¢ es una expresion de la
— - — .
forma: \; a+ Ay b+ A3 c; con A\1,\9, y Az ntimeros reales.
Se dice que u se puede escribir como combinacién lineal de los vectores

- 7 - . = - — — - —
a; b y ¢ si u se puede escribir de la forma u= A a+ Ay b+ A3 ¢; con

A1,A\2, ¥ A3 numeros reales

Muy importante

En el plano , cualquier vector se puede expresar como una combinacién
lineal de dos vectores con diferente direccion y esta combinacion de ni-

meros Ai, Ay , €s Unica.

Propiedades

Primera propiedad Los vectores que son combinacion lineal de un solo vector
i son el vector 0 y todos los vectores que son paralelos a 1.

o Demostracion: Si x es combinacion lineal de i, es de la forma x = k-i.
Entonces:

a)Sik=0,x =074 =0

b) Sir # 0, x = ru, luego x es paralelo a 0 por tener ambos la misma
direcciéon

Segunda propiedad Dados dos vectores del plano w1 y U que tengan dis-
tinta direccioén, el tnico vector que es combinacion lineal de cada uno de ellos

es el vector 0.



e Demostracion: Si hubiese un vector no nulo que fuese combinacién lineal
de cada uno de ellos, también habria de ser paralelo a cada uno de ellos, con lo
que w1 y U 5 han de ser paralelos entre si, lo cual va contra la hipotesis.

Teorema. Sean 1 y 5 dos vectores del plano con distinta direccién. En-
tonces cualquier vector x del plano se puede poner de manera tinica como com-
binacién lineal de 71 y 72

e Demostracion: Considérese P un punto cualquiera del plano y tracense,
con origen en P, representantes de los vectores 717 Us y z

Llamando A al extremo de x, se trazan por él paralelas a los vectores U1 y
s

Prolongando las rectas que contienen a Uy y 72, se obtienen los puntos B
y C.

De la figura se deduce inmediatamente que PA = PB + PC.

Pero PB es paralelo a 71, por lo que se tiene que PB = X1~71, para un
cierto niimero xq

Analogamente PC = 24- 5, para cierto escalar 2,

Por tanto 7 = PA=PB+PC =2, U1+ T2 Us

Falta ver la unicidad:

SIT =y Uity Wa, w1 Uy a2 We =y1- U1 +yo- Lo = (v1—y1) Uy =
(2 — y2) - 72

Con lo que se tiene un vector que es combinacién lineal de cada uno de ellos.
Por la segunda propiedad vista anteriormente, se concluye que dicho vector ha
de ser 0.

Asi, (21 - yl)-71 = (z2 - yg)-72 = 0. Para ello han de ser 0 los coeficientes,
es decir:

r1-y1 = 0= 21 =y T2 - y2 = 0 = x5 = yo Luego los nimeros dados son

unicos

Conjunto de vectores linealmente dependientes

Un conjunto de vectores se dice que es linealmente dependiente cuando
uno de los vectores del conjunto se puede escribir como combinaciéon lineal del

resto.

Ejemplo Se dice que el conjunto A = {(2,1);(1,0);(0,1)} es 1.
d.(linealmente dependientes) ya que (2,1) =2-(1,0) +1-(0,1).



Definicion

Otra forma de definirlo es: Un conjunto de vectores se dice que 1. d.
cuando podemos escribir el vector 6 como combinacién lineal de ellos
sin que los coeficientes sean todos ceros.

Ejemplo {(2,1);(1,0);(0,1)} son l. d. por que (2,1)= 2-(1,0)+1-(0,1);
entonces (0,0)=(-1)-(2,1)+ 2-(1,0)+1-(0,1); con al menos el coeficiente

de (2,1) no es cero.

Conjunto de vectores linealmente independientes

Un conjunto de vectores se dice que es l.i. cuando ninguno se puede

escribir como combinacion lineal del resto.
. g . .
O de otra forma, si el vector cero 0 se puede expresar como combinacion

lineal de ellos todos los coeficientes son 0.

Ejemplo

B ={(-2,0),(0,1)}. Es un conjunto linealmente independiente ya que si
(0,0)=c(-2,0)+8(0,1); necesariamente « y 3 deben ser 0.

AN

Dependientes independientes

Consecuencia de las definiciones anteriores:
En el plano :

» Un conjunto de dos vectores proporcionales (los dos con igual direccion)

son linealmente dependientes

= un conjunto de dos vectores no proporcionales (con diferente direccion)

son linealmente independientes
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= un conjunto de tres vectores con diferentes direcciones son linealmente
dependientes(No hay conjuntos linealmente independientes de tres o mas

vectores)

Gréficamente dos vectores son 1.d. <= son dos vectores de igual direccion.
Gréficamente dos vectores son l.i. <= son dos vectores de distinta direc-
ciom.

Dados dos vectores l.i., si considero un tercero éste siempre se puede ex-

presar como combinacion lineal de los otros dos.

Base de vectores.

Una base de vectores del plano esta formada por dos vectores ul y

A , que son independientes y que a partir de combinaciones lineales de ellos,

obtenemos todos los demés vectores del plano. Se denota de la siguiente forma:
B:{ 771)a u_>2}

— o

Y si @ es otro vector del plano, entonces a@ = x .

+y
Todo vector puede venir expresado de dos formas distinta,
» En funcién de los vectores de una base: ¥ = x - 17{ +y- 175

» En coordenadas: 7 = (x,y)con respecto a una base

Ejemplo

Sea (4,1)= u y la base B = {(1,2): (0,—1)}
(471):a(172)+ﬂ(07'1)
(4,1)= (a,2a. — B) de donde se obtiene que:

« =S
=4=a =7
20— = 1

Entonces las coordenadas de @ son (4,7) respecto de la base {uf,u3}

= I
! J

La base llamada canoénica es la formada por { (1,0); 5 (0, 1)}

11



Coordenadas de un vector respecto una base

Definicion

Si tengo la base {ui,u3} a los escalares que forman la combinacion
lineal de los elementos de la base que determinan el vector se les llama
coordenadas del vector en esa base.

Las coordenadas de un vector serédn distintas respecto de cada base.

Base Ortogonal

Una base B = {17{ ,uz} se dice que es ortogonal, si sus vectores son perpen-

diculares.
Base Normada
> . :
Una base B = {ui, u3} se dice que es normada si los vectores que la forman
son unitarios, es decir, || = | 7| = 1.
Base Ortonormal:
(> . :
Una base B = {u{, u3} se dice que es ortonormal si es ortogonal y normada

a la vez, es decir, ¥ L ¥, |7| = |7| =1.

Todo vector que venga expresado en funciéon de los vectores de una base
ortonormal, puede expresarse en coordenadas.

Dado el vector u = (a,b); las coordenadas de u respecto de la base canénica
{7(1, 0); 7(0, 1)}serén siempre (a,b)

Operaciones con vectores

12



Producto escalar

Definicion

El producto escalar de un vector @ y otro v, denotado como u - v es un

ndmero (escalar) tal que,
U -V = U |V cosa

donde es « el angulo que forman los vectores @ y v.

Propiedades del producto escalar

= Si uno de los dos vectores @ 6 ¥ es 0, su producto escalar es 0 ya que el
moédulo de uno de ellos seré cero. El reciproco no es cierto: el producto
puede ser 0 sin que ninguno de los vectores sea 0 (cuando el coseno valga
0).

= El producto escalar es conmutativo, es decir,
oL L
U-U=70-U

= El producto escalar es distributivo respecto de la suma de vectores:

—
—

G- (v+d)=a - T+a-a

» Extraccién de un escalar A € R :

» Si los vectores U y o son ortogonales (perpendiculares), enton-

ces su producto escalar es 0.

e En efecto
ULV =UV =W |T|eos(90) =0 6 WU = |d||V|cos(—=90) = 0
= El producto de un vector por si mismo es el cuadrado de su modulo:

WU = ||| cos 0= |U|?

13



e El moédulo de un vector es igual a la raiz cuadrada de su cuadrado:

WP =vd W

Expresion analitica del producto escalar

——
Sea B = {i,j} B = {uj,us} una base ortonormal de vectores. En ella

consideramos los vectores
7:961.1 + 2. 7:y1.z +Y2.J

En base ortonormal:
Como ¢ -7 =0;5 -1 =0;¢-¢=17-75 =1

— - - -
UV = (- Ay [ ) (e iy f) =

- 0 ENNEY ENNEY - !

— 2y T Sy T Ao B +aaya 5T = [@1 g+ T2 s

7| = Va>+1?

En base no ortonormal:

Sea B = {u,u5} una base de vectores. En ella consideramos los vectores
U = 1.7 + 2.0 723/1.171}4‘2!2%72)

U = (z1.0] + y1.ud) . (w2 0] + yo.13) =

= w1-y1-|71\2 + x1-y2-171>-175 + 962-y1~172>-171> + $2~y2|172>|2

| = \/(x1171> + 0.15) . (1.7 + Yo.u3)

En una base no ortonormal los célculos son mas dificiles ya que requieren el

conocimeiento de los productos escalares de las bases.

Producto escalar de dos vectores en base ortonormal.

Asi pues, podemos definir nuevamente el producto escalar por medio de su

expresion analitica :

14



Definicion

Sean U = (x1,y1)= y U = (2,y2) dos vectores libres con coordenadas
en base ortonormal , se llama producto escalar de ambos vectores al

valor de la siguiente expresion:
V-W=2x1.T2+Y1.Y2

Otra forma de hallar el producto escalar entre los vectores v y w, cono-

ciendo el dangulo & que forman, es:

UV = |U|.|V|.cosa
con a = ang(w, V)

Ejemplo

Sean ¥ = (2;3) y W = (4;—5),

Entonces

v-=2.443.(-5)=-7

7| =v22+32 = V13

] = VEF (0P = VAT

Despejando cos @ de la féormula anterior, podemos calcular &, cuando no

lo conocemos.

cos & = =

7@ |- 7]
[9].[@] V13- V41

=>a="723°

Ejemplo

Ejemplo Calcula el producto escalar ¥ - w con los datos que se indican
en cada caso.

a. 7= (1;5) |0 =6 &=45°

c.v=(4;-1) W =(1;4)

b. [7] = |W]| =3 &= 210°

d. |9 =4. |d| &=90°

Solucion :

15




Teorema

Dos vectores o y T se dicen que son ortogonales si su producto

escalar es cero:

u Llve u-v=90

Demostracién
VU LV = =7 = U U = |d||F] cosa=0
<)Si 04 . o = 0 Entonces =

UV -cosa=0 = algin wvector es nulo
6

cosa = 0=a =%

Propiedades del producto escalar

= El producto escalar de dos vectores 0 y T es igual al producto del modulo
de W por la proyecciéon de o sobre W (este producto sera positivo si v
y la proyecciéon de T sobre él tienen el mismo signo, y negativo en caso

contrario).

Demostracion: La proyeccion de o sobre W es un segmento de medida x.
Por la resolucién de triangulos rectangulos se sabe que cos o = I%\

Sustituyendo en la definicién de producto escalar:

0T = \7| . |7| -cosq = \7\ . |7| . (I%\) = |7| -x, que es la formula que

se queria demostrar.

= Propiedad conmutativa del producto escalar de vectores Dados

dos vectores U y 7, UV =7
e Demostracion: U0 = |W|-|7|-cos o = ||| |-cos o = U0

= Propiedad distributiva respecto de la suma. Dados tres vectores

cualesquiera @, U y W del plano, 7(7 - E}) - U+ U

e Demostracion: Para demostrarlo se utiliza la primera propiedad del

producto escalar.

16



En la figura, la proyecciéon de o sobre U es el segmento x, la pro-
yecciéon de W sobre 7, es el segmento y, y la proyeccion de T4+ W

sobre U es el segmento x + .

Asi pues:
UV W) = [T+ y)
= (@ T = [Ty
UT+ WD = |+ Ly = || (x+y) = L(V + D)
= Propiedad de linealidad Si se multiplica uno de los factores de un pro-

ducto escalar por un niimero real, el producto escalar queda multiplicado

por dicho nimero.
k- W)V =k-(d-7)

Ejemplo

Siendo A(7,0),B(4,5),C(-2,-1) los vértices de un tridngulo, calcular las
proyecciones de los lados AB y AC sobre BC y comprobar que su suma

es igual al modulo de AC .

C

Calculamos zﬁ -3,5), ﬁ 7@ (6,6

La proyecciéon de /@ sobre Res AB’ M ﬁ

B eI T Ve
La proyecmon de C@ sobre /ﬁ es CB’ % = %
~+

B' + C’B’: 22 = + 9 = = /82 que coincide con |ﬁ| = |@| =

V(=92 + (=1 —\ﬁ
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Vectores unitarios.

Se llaman vectores unitarios a aquellos vectores que su || = 1

Normalizacién de un vector.

Sea @ un vector no nulo y no unitario. Normalizar dicho vector es construir
otro, a partir de él, que tenga la misma direccién , sentido y que su médulo sea

1. Dicho vector se construye dividiendo por su moédulo.

Ejemplo

Normalizar el vector ¥ = (1;5)
Solucion :
v|=vIZ + 52 = /26.

Entonces el vector normalizado serd v’ = (

L)
» /26

E‘H
[
[}

Ejemplo

Dado el vector 7(—5, 3), calcula las coordenadas de los siguientes vecto-
res:

a) unitarios y de la misma direcciéon que v

b) ortogonales a v y del mismo modulo

¢) Ortonormales a v

Solucion :

a) Para convertir un vector en unitario, lo dividimos por su médulo:| 7| =
VB +9=V31= v = (£, £55)

Como queremos que tenga la misma direccién que u, nos quedamos con

i il (4 =5 3
la solucién positiva: v1 = (iﬁ, iﬁ)

b) Se permutan las coordenadas y se cambia una de signo: wl = (3,5) y
w2 = (—3,-5)

¢)Ortogonal y unitario: Dividimos los vectores wl y w2 que son ortogo-
nales entre su moédulo para convertirlos en unitarios:

— 3 5 _ (=3 =5
wl = (Z5 7)Y w2 = (70 731)

18



Angulo entre dos vectores

Se define como el menor &dngulo positivo determinado por ambos al estar

aplicados en un origen comun.

Ejercicios resueltos

1. Dado el vector @ = (2,—1), determinar dos vectores equipolentes
a 1, ﬁ,(ﬁ, sabiendo que A(1,-3) y D(2,0).

« 7= AB (2,1) = (x5 — Lyp +3)

2=, —1=2x,=3; - 1=y +3=y=—4= B=(3,—-4)
« 7= CD (2,1) = (2 — 2,0 — yo)

2=2—z.2x.=0; -1 =—y. = y. == C =(0,1)

2. Halla un vector v de médulo /5 y que forme con u(2,-4) un
angulo de 602

= — _ 5+4
V2 +1y2 =5 = 22+92=5 T = ==&

Seav(:c,y) = =
cos60 = \2/%‘\1}’5:% = 2x—4y=5 (5+24y)2+y2 _ 5
y= —-013 = z= 224

42 +8y+1=0
y= —-18 = z= -—122

3. Calcula el valor de k sabiendo que el médulo del vector = (k,

3) es 5.
5=vVk*+9 k=44

4. Si ¥ es un vector de componentes (3,4), hallar un vector unitario

de su misma direccién y sentido.
Solucion:
0l =v3+482=5 =134 =(3,2)
5. Hallar las coordenadas del punto C, sabiendo que B(2, - 2) es el
punto medio de AC, A(- 3, 1).
Solucion:

2=l o g =T 1 =H0 5y = 5= C=(7,-5)
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6. Averiguar si estan alineados los puntos: A(—2,-3), B(1,0) y C(6,5).

10.

Solucion:

Calculamos la pendiente de ABy la pendiente de AC y comparamos
142 _ 3 _ 043

1=5= 50—

Las coordenadas de los extremos del segmento A7son: A(2,-1)
y B(8,—4). Hallar las coordenadas del punto C que divide al
segmento A7en dos partes tales que AC es la mitad de CB.

Solucion:

AC=3CB= (z-2,y+1)=5(8 —z,~4 - y);
x—2=1/28—z)=>x =4
y+1=172(-4-y =y=-2=0C=(4-2)

Estudiar si los vectores A7y CD son equipolentes siendo A=(1,3);B=(4,1),C=(-

1,1) y D=(2,-1)
Solucion:
a) Son equipolentes si tienen igual mésdulo direccion y sentido. en defi-
nitiva, si son iguales
b) AB=(4,1)-(1,3)=(3,-2)
¢) CD=(2,-1)-(1,1) =(3,-2) luego son equipolentes

Estudia la dependencia lineal de los siguientes conjuntos

) {(4,12),(2,6)}

b) {(1,2),(3,4)}

¢) {(1,0),(0,1)}
)

a

) {(1,3),(5,4),(-3,7)}
Solucion:
a)Linealmente dependientes ya que 5 = %
b)Linealmente dependientes ya que % #+ % 1. indep

c)Linealmente dependientes ya que % #* % l. indep

d)Por ser mas de 2 vectores son lin dep

Probar que B = uy,us son base ,siendo u; = (4,0);us = (5,1)
Solucion:

Son base si son lin indep y generador
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11.

12.

13.

14.

15.

Para probar que son generador supongamos un vector v=(a,b)

Entonces (a,b) = z(4,0) + y(5,1)

— =5y —
entonces a = = y b =y luego generan v

Ademas por no ser proporcionales son l.i. , luego son base

Sabiendo que |7| =3y @ = —57. Calcular .7
Solucion:

Puesto que U =—57 77 y o son vectores que tienen la misma direccién

pero sentido opuesto o = 180°

UV = ||| |cos180 = —|u|| 7| = —3| 7|

UV =507 = 5|7

Entonces —5|7 |2 = =3|7| = | V| = 26 || =0

Pero || # 0yaque | 7| =3yu=—57 .Asi qued v = —3|7| = -33 =
9

5

Un vector fijo tiene su origen en el punto A(2, —1) y es equi-
polente al vector C?(—l, 4). Determina las coordenadas de su
extremo y su modulo. [Sol| B(1, 3); |ﬁ| =17.

Tres vértices consecutivos de un paralelogramo son los puntos
A(1, -3), B(2, 2) y C(—3, 0). Calcula las coordenadas del cuarto
vértice. [Sol] D(-4, -5)

—

Halla el producto escalar @ -7 en los siguientes casos:
a) [dl =2, 0] =1 (4,0)=60° b)la] =3, |0]=(2,-3); (d,0)=45
C) U = (37 %) 3 U= (_17 3) [SOIJ a) %a b) - @ 5 C) _%

Dados los vectores 4(1, —2), ¥(3, 1) y @ (2, 0),

a) calcula las coordenadas del vector 2 @ — ¢ + % W,

b) expresa @ como combinacion lineal de @ y 7,

¢) calcula los angulos que forman dos a dos,

d) halla un vector con la misma direcciéon que @ y de médulo

V20,

[Sol] a) (=%, =5);b) W = 27U + 27 ¢) (4,7)=81°52"12""; (@,7) =
63226° 6" (7,%) = 18°26° 6" "; d) 7 =(2, -4) y 5 =(-2, 4).
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16. Siu (2, @) y ¥ (1, -4) determina el valor de a para que:
a) @ y U sean perpendiculares; b) @ y ¢ tengan el mismo médulo,
c) 4- ¥ = 10.
[Soll a) a=%;b) a=+V13;¢) a = —2

17. Sea i (3, -2). Calcula:

a) un vector ¥ unitario y con la misma direccién que 4,
b) un vector Z unitario y perpendicular a 4.

[Sol| a) z] = (%;3, —%3173) y a5 = (—%;3» %F),b)z_{ = (2\1/3T37 3\1/3173)

= _ 2V/13 313
y z2 = (—Tv _T)'
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Relacién de problemas tipos:

1.

Calcular el valor de m y n para que los vectores U = (g,m) y v =
(\/5

5, n) sean unitarios.

2. Hallar el valor de m para que los vectores @ = (1,m) y ¥ = (3,4) sean
ortogonales.
3. Dados los vectores 7 = (2,3) e ¥ = (—1,4),
A)Normalizarlos.

B) Hallar el angulo que forman dichos vectores.

C) Hallar un vector unitario y ortogonal al .

1.

2.

Se sabe que W. 7 =10, ¥ = (a,3) y | V|=4 y ang( @, ¥)=60°. Hallar

el valor de a

5.-Sea B={ «, ¥} una base ortonormal. En ella consideramos los vectores

Z=3U+2V e Y =-U+kV.

Hallar k de forma que los vectores 7 e 7 sean ortogonales.

Normalizar 7.

Hallar un vector unitario y ortogonal al z.

1.

Sea B={ , ¥} una base ortogonal con | @|=1, | 7|=2. Sean los mismos

vectores del ejercicio anterior, hallar los mismos apartados.

. Idem, pero B={ @, 7'} una base normada y ang( u, o)=60°.

Idem, pero B={ %, 7'} una base con | @ |=1, | ¥|=2 y ang( o, v')=60°

A un vector libre (-5,7) pertenece un vector fijo de origen en punto A(3,-3).

Determina el extremo y comprueba graficamente el resultado.

El vector fijo AT tiene la misma direccion que el vector fijo CD, sus sen-
tidos son opuesto y la longitud de CD es tres veces la de AB. Determina
las coordenadas de D sabiendo que A(3,-2), B(6,1) y C(5,5). Haz una

comprobacion grafica del resultado.

Sean U= {17{, 17;} y V= {ﬁ, 17;} dos bases en el plano. Sabemos, ademés

— — — — — — .
que u; = —3v1 + 2v2; y ug = v1 — 2vg. {Cuales son las componentes del

— — — .
vector v = gul —Tus respecto de la base V? ;Cuales son las componentes

del vector u = 317{ — 5175 respecto de la base U?.

(Forman base los vectores (3,-2) y (5,-1)?
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8. Dibuja los vectores (1,3); (3,2);(4,5);(4,0);(0,4);(3,2);(2,-3);(-5,4). jcudles
son perpendiculares entres si?. Escribe el primero como combinacion lineal

del los dos siguientes.
N
9. Sabemos que 3 U—20+0w=0

(Puede afirmarse que u depende linealmente de v y w?

. Puede afirmarse que w depende linealmente de u y 07
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