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2022.Algebra

(Modelo) En una academia de idiomas se imparten clases de inglés, francés
y alemdn. Cada alumno estd matriculado en un unico idioma. El nimero de
alumnos matriculados en inglés representa el 60 % del total de alumnos de la
academia. Si diez alumnos de francés se hubiesen matriculado en alemén, ambos
idiomas tendrian el mismo nimero de alumnos. Ademsds, la cuarta parte de los
alumnos de inglés excede en ocho al doble de la diferencia entre los alumnos
matriculados en francés y aleman. Calcule el nimero de alumnos matriculados
en cada idioma.

Solucién:

Llamamos

x= numero de alumnos de inglés,

y = al nimero de alumnos de francés
z= al nimero de alumnos de aleman.

Entonces:
06(z+y+z2) = = 2r—3y—3z = 0
y—10 = 2410 => y—z = 20
7 = 2y—2)+8 r—8y+8 = 32
Resolviendo por Cramer
2 -3 -3
0 1 -1 |=6
1 -8 8
Entonces
0 -3 -3
20 1 -1
9 _
p=132 78 8| 68 8 1 152 — 192
2 0 -3
0 20 -1
1 32 8
2 -3 0
0 1 20
L= _68 52 = 324 _54



(Modelo) Sean las matrices

01 a 3
A= 1 0 a |B=1| —1 |.Sepide:
a 1 0 -2

a) (0.5 puntos) Calcular los valores de a para los que la matriz A no tiene
inversa.

b) (1 punto) Para a = 1, calcular la inversa de la matriz A.

xT
y | =B
z

¢) (1 punto) Para a = 2, resolver el sistema A

Solucion:

a)Hallamos |A| = a® + a; No existe inversa si a? + a =0, es decir sia =06
a=—1;

0 1 1 -1 1 1
b)Sia=1=>A=[ 1 0 1 |j4/=2,4"1=1| 1 -1 1
1 10 1 1 -1
0 1 2
c)Sia=2=>A=| 1 0 2 |;]Al =6 Por lo que existe inversa A~!
210
-2 2 2
L4 a2
1 2 -1

Entonces solucionando la ecuacién matricial

AX=B=>X=A"'B

-2 2 2 3 -2
X=3% 4 -4 2 -1 = 2
12 -1 -2 3



(Opcién A 2022) Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales depen-
dientes del pardmetro real m:

r—=2my+z = 1
mr+2y—z = -1
r—y+z = 1

a) (2 puntos) Discuta el sistema en funcién de los valores de m.
b) (0,5 puntos) Resuelva el sistema para m

Solucién:
1 —2m 1 1 —2m 1 1
A= m 2 -1 JA*=| m 2 -1 -1 ];
1 -1 1 1 -1 1 1
Al = 2m* + m — 1=0;m = =1 6 m = §

2

» a#—1,a# 3;|A| # 0rang(A) = 3 = rang(A*) = Compatible Determinado.
Una tnica solucién

mg=—1
1 2 1 1 9
A= -1 2 -1 |;rang(A)=2yaque ( >’ # 0 Menor de
1 -1 1 -2
orden 2 diferente de 0. La matriz A* no tiene mas rango ya que la columna
4 es igual a la tercer=> rango(Ax) = 2

El sistema es Compatible Indeterminado(tiene infinitas soluciones depen-
dientes de un pardmetro).

1
Q= 5
1 -1 1 1
e A=1| 3 2 -1 | rang(4) =2 ya que <1 9 )‘#OMe—
1 -1 1 2
nor de orden 2 diferente de 0.La matriz A* no tiene mas rango ya
que la columna 4 es igual a la tercer=> rango(A*) = 2.El sistema
es Compatible Indeterminado(tiene infinitas soluciones dependientes
de un pardmetro).
b) La solucién para m = % es:
Como rang(A) = 2 = rang(A*) y 1 _21 # 0 podemos eliminar la
2
tercera fila por ser dependiente de la 12 y 22, Asi, el sistema es
r—y+z = 1 r—y = 1—=z2
%z—&—?y—z = -1 x+ 4y —2+4 2z
r—y = 11—z
Test:a:zdo by = 3-32 }

2—2\ 3-3) A)

Entonces la solucién es (z,y, z) = (=52, *=£=,



(Opcién B 2022)Tres primos, Pablo, Alejandro y Alicia, se van a repartir un
premio de 9450 euros de forma directamente proporcional a sus edades. La suma
de las edades de Pablo y Alejandro excede en tres afios al doble de la edad de
Alicia. Ademds, la edad de los tres primos juntos es de 45 afios. Sabiendo que
en el reparto del premio la diferencia entre lo que recibe Pablo y lo que recibe
Alicia es de 420 euros, calcule las edades de los tres primos y el dinero que recibe
cada uno por el premio.

Solucién:

Llamamos

x= la edad de Pablo,

y =la edad de Alejandro

z= la edad de Alicia.

El reparto proporcional a la edad es el siguiente :si z +y+ z = 45 , entonces
A

Asi tendremos el siguiente sistema:

«la edad de los tres primos juntos es de 45 anos» :x +y + z = 45

«la diferencia entre lo que recibe Pablo y lo que recibe Alicia es de 420
euros»:wf% — 9450z _ 490

«la suma de las edades de Pablo y Alejandro excede en tres anos al doble de
la edad de Alicia» z +y =22+ 3

El sistema es :

r+y+z = 45 r+y+z = 45
9445591 _ 9445502 = 4920 = T — 2z _ 9
r+y—2z = 3 r+y—2z = 3
Resolvemos usando Cramer:
1 1 1
1 0 -1 |=3
1 1 -2
45 1 1 1 45 1 1 1 45
2 0 -1 1 2 -1 1 0 2
3 1 1 3 =2 1 1 3
T = 3 =16y=———F——=152="—F5—— =14

La solucién es (x,y, z) = (16, 15,14)



(Coincidencia 2022) Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales de-
pendientes del parametro real m:

204y —=z = 0
mr+(m+y—2 = m-—1
—z—2y+(2m—-1)z = 1—-m

a) (2 puntos) Discuta el sistema en funcion de los valores de m.
b) (0.5 puntos) Resuelva el sistema para el valor m = 1.

Solucién:
2 1 -1 2 1 -1 0
A= m m+1 -1 A* = m m+1 -1 m—1 |;

-1 -2 2m —1 -1 -2 2m—1 1—-m
|A| =2m? +4m — 6=0;m =16 m = —3

= m# 1,m# —3;|A| # 0rang(A) = 3 = rang(A*) = Compatible Determinado.
Una tnica solucién

M = 1
2 1 -1 0 9 1
A* = 1 2 —1 0 [;rang(A) =2 ya que ( ) ‘ # 0 Menor
-1 -2 1 0 12

de orden 2 diferente de 0. La matriz A* no tiene mas rango ya que la
columna 4 es de ceros=> rango(A*) = 2

El sistema es Compatible Indeterminado(tiene infinitas soluciones depen-
dientes de un pardmetro).

s m=-3
2 1 -1 0 9 1
A* = -3 -2 -1 —4 |;rang(A) = 2 ya que ( 3 9 )‘ #0
-1 -2 -7 4
Menor de orden 2 diferente de 0. Si todos los menores de orden 2 en
2 1 0
A*son 0 el rango serfa 2 , pero como | —3 —2 —4 |=-16 Hay un menor
-1 -2 4
diferente de 0 en A* => rango(A) = 3.Sistema Incompatible
2r+y—2 =0 .
b)m =1 El sistemaes z+2y—z = 0 i$++2y_i B 8}
—x—2y+z = 0 Y -
Si restamos las ecuaciones nos quedamos con 21":;|—igy— * i 8 }

Cuya solucion es (z,y,z) = (A, A, 3))



(Coincidencia 2022) Sean las matrices

a—+
c 8 1 2 3
A_<1 b+c>’B_<2 a+c 4>’C_ i)

Se pide:
a) (1 punto) Calcular el valor de a para que el sistema de ecuaciones

2 1
2
1

sea compatible.
b) (1.5 puntos) Calcular los valores de a,b y ¢ para que la multiplicacién de
dos de las matrices sea igual a la restante.

Solucion:
a+2 1 1
A* = 3 21 [5A%=a+1=0=a=-1
1 11
Si a # —1=>rango(A*) = 3 # rango(A) < 2 Sistema incompatible
1 1 1
Sia=-1=>A*=[ 3 2 1 |
1 1 1
11 . ) . . .
como | 5 # 0 rango(A*) = 2 = rango(A)=ndmero incognitas = Sistema

Compatible Determinado

b)Para que se cumpla que el producto de dos matrices sea igual a la tercera
debe cumplirse la relacion en columnas y filas siguiente: Box3 - C3x2 = Aoxo

(1 2 3) “;2 é _(c 8 )
2 a+c 4 1 1 1 b+c
a+11 8 [ c 8 .
Conloque<5a+3c+8 2(a+c—|—3)>(1 b+c>>
a+11 =c a—c=11 a=—5
5a +3c+8 =1 = da + 3¢ = -7 = b=2
2a+c+3) =b+c 2a —b+c=—6 c=6



(Extraordinaria 2022)En una estanteria de una biblioteca hay ensayos,
novelas y biografias. Tres de cada dieciseis libros de la estanteria son ensayos. Si
retiraramos la mitad de los ensayos y la quinta parte de las novelas quedarian
ciento cinco libros. Calcule el numero de libros de cada clase que hay en la
estanteria

Solucién:

Llamamo x niimero de ensayos,

y nimero de novelas

z numero de biografias. El total de libros es x 4+ y + 2

«Tres de cada dieciseis libros de la estanteria son ensayos»l%(x +y+z)==x

«Las biografias junto con la tercera parte de los ensayos exceden en dos a
las novelas»z + £ = y + 2

«Si retiraramos la mitad de los ensayos y la quinta parte de las novelas
quedarfan ciento cinco libros.» § + %y + z = 105.

Sr+y+tz)=2 —13x4+3y+32=0
L_y+z=2 = T—3y+32=6
L+ L +2=105 52 + 8y + 10z = 1050
Ressolviendo por Cramer
-13 3 3
1 -3 3 |=786
5 8 10
0 3 3
6 -3 3
1050 8 10 | 1gg64
T = 786 =6 = 24
—13 0 3
1 6 3
5 1050 10 | 45930
Y= 786 =86 = 9%
-13 3 0
1 -3 6
5 8 1050 38514
= 86 =g — 49

7
La estanteria contiene 24 ensayos, 55 novelas y 49 biografias



(Extraordinaria 2022)(2,5 puntos) Se consideran las matrices reales

11
A:(; ! _’“1>,B— 1 -1
10

a) (1 punto) Calcule para qu “e valores del pardmetro k tiene inversa la matriz
AB. Calcule la matriz inversa de A - B para k = 1.

b) (1 punto) Calcule BA y discuta su rango en funcién del valor del pardme-
tro real k.

¢) (0,5 puntos) En el caso k = 1, escriba un sistema incompatible de tres
ecuaciones lineales con tres incognitas cuya matriz de coeficientes sea BA

Solucién:

1 1
1 -1 k k 2
a)ABz( ) 1 -1 :< )
k1 -1 1 o kE k-1
|AB|=k*-3k=0<=k=0y k=3

Sik=1=>AB = ( 1 (2) ).La inversa es (AB)~! = ( (l) i >
2 2
11 L1k k+1 0 k-1
b)BA=| 1 -1 (k 1 _1>= 1—-k -2 k+1
1 0 1 —1 k
|BA| = 0Vk
Para saber el rango sabiendo que rango(BA)<3, calculamos un menor de
orden 2, por ejemplo ]f—i__; _02 '— —2k —2=0=>k=—1
Luego
Si k # —1=> rango(BA) =2
Sik=-1
0 0 =2 9 0
BA=1| 2 -2 0 |tiene rango 2 ya que el menor 1 ’ # 0=>
1 -1 -1
rango(BA) =2
Asi pues rang(BA) = 2 sea cual sea el valor k € R .
2 0 0 x a
c)Conk=1;1 0 -2 2 y | =1 b | Como hay una combinacién
1 -1 1 z c

lineal en BA entre las dos primeras filas que da la segunda ya que rango = 2.
Basta poner una relacién entre a ,b ¢ que no cumpla esa relacion

fs = 3fi + 3 f2. Asi que basta tomar por ejemplo a = 1;b = 1;¢c = 9
.Haciendo que los rangos de la matriz del sistema y de la matriz ampliada no
coincidan=- Sistema incompatible



