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2024.Algebra

(Ordinaria)Se tienen listones de madera de tres longitudes diferentes: lar-
gos, intermedios y cortos. Puestos uno tras otro, tanto con dos listones largos
y cuatro intermedios como con tres intermedios y quince cortos se consigue la
misma longitud total. Un listén largo supera en 17cm la medida de uno inter-
medio mas uno corto. Y con nueve listones cortos hemos de anadir 7cm para
igualar la longitud de uno intermedio seguido por uno largo. Se pide calcular la
longitud de cada tipo de liston.

Solucion:

Sea x = la longitud (en centimetros) de cada liston largo, y= la longitud de
los intermedios, y z la de los cortos,

Las ecuaciones son 2z + 4y = 3y + 15z, ya que «con dos listones largos y
cuatro intermedios como con tres intermedios y quince cortos»

x =y + 2+ 17 ya que «Un liston largo supera en 17 cm la medida de uno
intermedio mds uno cortoy

92 +7=2x +y, ya que « nueve listones cortos hemos de anadir 7 cm para
igualar la longitud de uno intermedio sequido por uno largoy

20 + 4y = 3y + 152 20 +y—152=0
Luego el sistema es r=y+2+17 = x—-—y—z=17
Yz24+T=x+y r+y—92="7
2 -1 -15
Resolviendo por el método de Cramer yaque | 1 —1 —1 |=-2%#0
9 -1 -1
Entonces
0 -1 -15
17 -1 -1
7T -1 -1
T = — = =211 —107;
2 0 -15
1 17 -1
9 7 -1 _
y=t2 L o ae g,
2 -1 0
1 -1 17
9 -1 7 _38
2 = - 5 = _72 = 19

La solucién del sistema nos dice que los listones largos miden 107cm, 7Tlem
los intermedios, y 19¢m los cortos.



(Ordinaria)Consideremos las matrices reales A = 1 1 1 |,B=
1 -1 3

b 2b b 2 00

20 3b b |yC=1[ 0 2 0 |,conb#0.

b b b 0 0 3

Se pide:

a) (1.25 puntos) Encontrar todos los valores de b para los que se verifica
BCB~! = A.
b) (0.75 puntos) Calcular el determinante de la matriz AA® .

x 3
¢) (0.5 puntos) Resolver el sistema B| y | = | —1 | parab=1.
z 1
Solucioén:
1 21 1 21
a) La matriz Besiguala B=b| 2 3 1 |donde| 2 3 1 |=-1#0
111 111
por lo tanto invertlble A51 pues B sera invertible salvo para b = 0 y sera
1
Bl=¢| 2 1 )
1 1
Ent0n06851b7é0:>BCB = A+= BC = AB <
1 2 1 2 00 2 4 3 3 -1 1 1
bl 2 3 1 0 2 0 |)=b|46 3 |=1 11 2
1 11 0 0 3 2 2 3 1 -1 3 1

Es decir que para todo b # 0 se verifica BCB~! = A.

b)|A] = |[BCB™| = |C| =2-2-3 = 12 al ser diagonal. Entonces |AA!| =
|A||AY] =122 = 144
c)Para b = 1 tenemos el sistema

1 21 T 3
2 31 y | =1—-1 que se puede resolver mediante multipli-
1 1 1 z 1

cacién por la inversa

-1

x 1 2 1 3 1 2 -1 -1 3
y |=12 3 1 -1 ]=—1 -1 0 1 -1 | =
z 11 1 1 - -1 1 -1 1

Conloque x =—-6,y=2;2=4

=W N

—_ =



(Modelo)La primera interpretacion en EE.UU. de la octava sinfonfa de
Mabhler tuvo lugar en Filadelfia en 1916 con la participaciéon de una orquesta, dos
coros con el mismo nimero de miembros, un tercer coro infantil y, ademés, ocho
cantantes solistas invitados especialmente y que no pertenecian a ninguno de los
coros. La décima parte del niimero total de interpretes de los tres coros era menor
en 15 unidades al de miembros de la orquesta. Los miembros de cada uno de los
dos coros no infantiles superaban en 140 unidades a la suma de componentes del
coro infantil y los de la orquesta. El nimero de miembros de la orquesta excedia
en 21 unidades a la doceava parte del total de interpretes. ; Cuéntos intérpretes
tenia la orquesta y cada uno de los coros? jCuantos intérpretes habia en total?

Solucién:

Llamamos

x= numero de miembros de la orquesta,

y = namero de miembros de cada uno de los coros con igual numero de
miembros

z= nimero de miembros del coro infantil.

Las ecuaciones son :

Zylgz + 15 = z ya que «La décima parte del nimero total de interpretes de
los tres coros era menor en 15 unidades al de miembros de la orquesta»

y = x + z + 140 ya que «Los miembros de cada uno de los dos coros no
infantiles superaban en 140 unidades a la suma de componentes del coro infantil
y los de la orquestay

r—21 = % ya que «El numero de miembros de la orquesta excedia
en 21 unidades a la doceava parte del total de interpretes»

Entonces se tiene el siguiente sistema:

10 -2y —z = 150
T -y +z =-— 140
11z -2y —2 = 260
10 -2 -1
Resolviendo por Cramer yaque | 1 -1 1 |=-3
1 -2 -1
Entonces
150 -2 -1 10 150 -1
—140 -1 1 1 —-14 1
260 -2 -1 _330 1 20 -1 —1200
xr = —3 = —3 :110;y: —3 = —3 =
10 —2 150
1 -1 —-140
11 -2 260
400; z = = = =230 = 150

Es decir , la orquesta tenia 110 intérpretes , cada uno de los coros no infantiles
400 personas y el coro infantil 150 ninos para un total de 1068 intérpretes.



(Modelo)
m 1 1 L m
Consideremos las matrices reales :A = B = 0 m |, se
0 m 3 0 1

pide:

a) (0.75 puntos) Estudiar si existe algin valor de m para el cual la matriz
BA tiene inversa.

b) (0.75 puntos) Estudiar el rango de la matriz AB en funcion del parametro

x a
¢) (1 punto) Para m = 1, discutir el sistema (A*A) | v | = a | segtn
z a?
los valores de a.
Solucién:
m 11 1 m m m?+1 3m+1
a)BAz(O m 3> 0 m |=1] 0 m? 3m ;
0 1 0 m 3

Como |BA| = 0 para todo valor de m = BA nunca tendra inversa sea cual
sea el valor de m

[ m mP+m+1
b)AB_( 0 m?+3

|AB| = m(m? + 3)
Entonces
Sim =0 = rango(AB) < 2; rango((

oo
W
N———
S~—
Il
_

Sim # 0 = rango(AB) =2

C)Para m=1

11 1 0 11 1
AtA = 1 3> 1 1 ]1=112 4
1 3 1 4 10
1 1 1 T a
1 2 4 y | = a
1 4 10 z a®
Resolviendo por Gauss
11 1 a 1 11 a 1 11 a
1 2 4 a = | 0 1 3 0 = | 0 1 3 0
1 4 10 a2 0 3 9 a>—-a 00 0 a’®—a

Sera compatible si a a = 0 6 a = 1 que son los casos donde el rango de la
matriz ampliada coincide con el rango de A.
Si a = 0 tendremos un Sistema compatible indeterminado

Si a = 1 también tendremos un sistema compatible indeterminado

Sia# 0y a+# 1Elsistema serd incompatible ya que rango de la matriz sera
diferente al rango de la matriz ampliada del sistema.



(Extraordinaria) Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales depen-
diente del parametro A,

0 1 1 x 1 0
A—1 1 1 y |- X ]=1[20
1 A—1 1 z 0 0

se pide:

a) (1.5 puntos) Discutir el sistema en funcion de los valores de .
b) (1 punto) Resolver el sistema en el caso A = 1 y encontrar, si es posible,
una solucién con z = 5.

Solucioén:
0 1 1
a) Sea A = A—1 1 1 la matriz de coeficientes del sistema y
1 A—1 1
0 1 11
A= A—-1 1 1 A
1 A—=1 1 0

la matriz ampliada. |
Al=1+A=12-1-A-1)=A-1)A=-2)=0=A=2y A= 1.
Caso 1:Si A #2 y A # 1 = Rango(A) = Rango(A*) =n =3 = SCD.

0 1 1 1
SiA =1= Rango(A) =2 = Rango(A*) = Rango(A*)=( 0 1 1 1 | <
1010
3= SCI.
0 1 1
Si A =2 = Rango(A) =rango| 1 1 1 | =2%# Rango(A*) =3 ya que
1 1 1
0 1 1
1 1 2 |=2=S51
1 1 0
y+z=1
b) Si A =1, tenemos un SCI y+ 2z =1 »cuyas soluciones son de la forma
r+2=0

(z,y,2) = (—t,1 —1t,t) cont € R.
La solucion para la que x =5 = t = —5 es por tanto (z,y,z) = (5,6, —5).



(Extraordinaria) Como es bien sabido, la siguiente igualdad de determi-
nantes det(A 4+ B) = detA + detB

no es cierta en general.

a) (0.75 puntos) Si A y B son dos matrices para las que det(A + B) =
detA + detB, pruebe que entonces

det(A+ B)? = det(A?) + det(B?) + 2det(AB).

1 0 -1 1 01
b) (1 punto) Dadas las matricesC = « 1 0 |,D= 2 1 2 |determine
2 -1 « -1 2 1
el tnico valor de o con el que si se cumple la igualdad det(C+ D) = detC+detD.
c¢) (0.75 puntos) Para el valor o = —1, resuelva el sistema homogéneo de

ecuaciones lineales que tiene a C como matriz de coeficientes.

Solucion:

a)Si det(A + B) = detA + detB

Entonces

((A+ B)?| = [(A+ B)(A+ B)| = [(A+ B)||(A+ B)| = (|A| +|B|)(|A| +|BJ)

= A + |A||B] + |A||B] + |Bl*= |A?| + |B?| + 2|A||B|== |A?| + [B?| +
2| AB|=det(A?) + det(B?) + 2det(AB).

2 0 0
b)El determinante de C+Des |C+D|=| a+2 2 2 =4a+4—4a =
1 1 a+1
4o
1 0 -1
El determinante de Ces |[C|=| a 1 0 |=2a+2,y el determinante
2 -1 «
1 01
deDes|Dl=| 2 1 2|=2
-1 2 1
La igualdad 4a = 2 + 2 + 2 es valida Gnicamente <= o = 2.
r—2z=0
c¢)Para o = —1 Tenemos —x4+y=0 Tenemos un SCI ya que es
20 —y—2=0
1 0 -1
homogéneo y rango C' = rango | —1 1 0 = 2 < n® incognitas
2 -1 -1

La solucion es (z,y,2) = (M A A) AER



(Coincidencias)Tras una gran cosecha de sandias en una comarca, la pro-
duccion se mete en cajas ctubicas de 1m de lado que se amontonan en una gran
pila compacta en forma de ortoedro. Al doble del largo de este ortoedro le faltan
2m para llegar a ser la suma del ancho y el alto. Pero el largo supera en 8m al
ancho menos el alto. El perimetro de la base es 54m. ; Cuantas cajas de sandias
ha producido esta cosecha?

Solucion:

Sean x,y, z las dimensiones del ancho, largo y alto del ortoedro respectiva-
mente, medidas en metros.

El sistema que se deduce del enunciado es el formado por las siguientes
ecuaciones

x + z = 2y+2 yaque «doble del largo de este ortoedro le faltan 2m

para llegar a ser la suma del ancho y el altoy

x —z =1y — 8 yaque «el largo supera en 8m al ancho menos el altoy

2(z + y) = 54 ya que «perimetro de la base es 54m»

Por lo que el sistema queda

r -2y 4z = 2
r -y -z = =8
2z +y) = 54
1 -2 1
Resolviendo por Cramer yaque | 1 —1 —1 |=10 Es un sistema compati-
2 2 0
ble determinado
Entonces
2 -2 1
-8 -1 -1
54 2 0 150
T = o =35 = 15;
1 2 1
1 -8 -1
2 54 0 120
1 -2 2
1 -1 -8
2 2 54
z= =0 -1

10 10
La solucion es x = 15,y = 12,2z = 11.

La respuesta al problema es 15 - 12 - 11 = 1980 cajas.



(Coincidencias)Sean X e Y dos matrices reales y cuadradas de orden dos

talesque5X—3Y:Ay3X+6Y:B,conA:(O 1)yB:

1 0
39 2 .
< 15 13 > Se pide:

a) (1.5 puntos) Hallar X,Y y X1 .
b) (1 punto) Calcular A'27

Solucion:

a)Resolviendo el sistema matricial, por ejemplo por reduccion en Y
5X —-3Y =A 10X —6Y =24

= se obtienen las matrices X e Y :
3X+6Y =8B 3X+6Y =8B

X:.113(2A+B)( _31 0);Y:§(5X—A):< 5

1 -2
0
1

) = —I, y por tanto A1?7 = (4%)634 =

WIT =

) 51/3 —25/3

||

-1 0

Finalmente se obtiene que X ! = (
0 1

b) Se observa que A% =

(—L)BA=—A= ( 0 1 )

-1 0



