Ejercicios resueltos

Representacion de funciones
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Guién para dibujar estudiar la grafica de una funcién

. Hallar el dominio de la funcién.

. Calcular los puntos de corte de la funcién con los ejes OX y OY.
. Simetrias y signos de la funcién.(Opcional)

. Calcular las asintotas de la funcion.

a) Asintotas Horizontales
b) Asintotas Verticales

¢) Asintotas Oblicuas
. Estudiar la monotonia de la funcién y hallar sus extremos relativos.

a) Hallar la primera derivada f’

b) Igualar a 0 para hallar puntos criticos(méximos y minimos)..

¢) Estudio de los signos de la f’ para saber las zonas de crecimientos y decrecimiento o bien
aplicar criterio de segunda derivada.

. Estudiar la curvatura de la funcién y hallar sus puntos de inflexién.

a) Estudio de la primera derivada f”
b) Igualar a 0 para hallar posibles puntos de inflexién.
¢) Estudio de los signos de la f” para saber las zonas de concavidad y convexidad.

. Representar en la grafica los puntos de corte, las asintotas, los extremos relativos y los puntos
de inflexion, y luego trazar la funcion.



Representar f(z) = 2% — x*

1. Dominio: R, es continua y derivable en R
2. Puntos de corte con los ejes
a) Con el eje de las ordenadas, OY: =0 =y =0, (0,0)
x=0 (0, 0)

b) Con el eje de las ordenadas, OX: y = 0 = 22 —2? = 0 = 22 (1 — xz) =0=
x ==l (1,0), (_17 O)

f(oa) = (=) — (~a)t = 2
flx) =22 — 2t

lo tanto es simétrica respecto del eje OY.

3. Simetrias: { = f(—z) = f(z) = f es una funcién par y por

4. Asintotas: No tiene por ser una funcién polinémica.

5. Crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos:

a) Calculo de la derivada f'(z) =22 — 42° = 0 = { z=0
r==41/2=12==2V2/2
e B 7 O I N T
f creciente decreciente creciente creciente
2 + 0 0 0 +
max min max

[
S
NI

~——

Minimo relativo en el punto (0,0), y maximos relativos en los puntos (— 5 %) , (

6. Concav., convex., puntos de inflexién: f// =2-1222 =z = :I:%

Puntos de inflexién: (—%, 3%) ) (\/6 z )

"6 36
Dom 75/5 = 8/6 0 @ = ;/5
méx MiN MAX
convexa | Inflex céncava Inflexién convexa
£ | N A N
f’ + 0 0 -
£ - _ - -
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Represntar f(z)
1. Dominio: R — 0

2. Puntos de corte con los ejes: no tiene.

2\ 2
3. Simetrias: f(—z) = (_i);l = ti';l = —“Cz;'l = —f(x)= f es impar y por lo tanto es simétrica

respecto al origen de coordenadas.
4. Asintotas

a) Asintotas verticales:z = 0

z. . . 2 .
b) Asintotas Horizontales: lim 11 = +00. No tiene
z—+oo ¥
, . . 2241 241 . 249 ,
c) Asintotas oblicuas: m = lim —— = £ = I;n = lim £ — 1z = 0 =>Asintota
z—+oo ¥ x z—too T

oblicua y =«

. . . . 7’ . z . / 2_
5. Crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos: y = *— L—0=22-1=0 = 2=+1

’ Dominio | (—oco, —1) ‘ -1 ‘ (-1,0) ‘ 0 ‘ (0,1) H 1 ‘ (1,00) ‘
f crece decrece | NO DEF | decrece crece
P + 0 - |NODEF| - 0 +
max Min

Tiene un méximo en el punto: (—1,2) y un minimo en (1, 2)

6. Concavidad, convexidad, puntos de inflexién:

17 . . .7
a) f = 5—3 # 0 = no tiene puntos de inflexién
’Dominio (=00, —1) ‘ —1 ‘ (-1,0) ‘ 0 ‘ (0,1) H 1 H (1, 00) ‘
f creciente decreciente | NO DEF | decreciente creciente
£ + 0 - NO DEF - 0 +
£ - NO DEF +
convexa NO DEF céncava
7. Gréfica:
Y
3 +




=X
x2—4

1. Dominio: R — {£2}

Representar f(x) =

2. Puntos de corte con los ejes:

a) Con el eje de las ordenadas, OY: Si = 0 entonces y = 0, luego pasa por A(0,0)
b) Con el eje de abscisas, OX :

Si y = 0 entonces ;22_961 =0= 22z =0= x =0, Vemos que da el punto (0, 0) de nuevo, esto

quiere decir que la gréfica de f(x) corta a los ejes solamente en el origen de coordenadas.

3. Simetrias: f(—z) = (_x)% = =3 = —f(z)= impar, simétrica respecto del origen

4. Asintotas

lim =% =400 lim —*; = 400
a) Asintotas verticales: “~ 2 Sgz=-2 =2 =Szr=2
lim —%;=-00 lim —%;=-00
r——2+7T z—2+ 7T
b) Asintotas Horizontales: lim —% =0=y=0
z—Foo®" T
¢) Asintotas oblicuas: No tiene
. . . . 7’ . 7. . ’ 2
5. Crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos: y = (;2j44)2 =0=2244=0 =>22= 4=
x =+v/—-4 ¢ R . No tiene
’ Dominio | (—oo, —2) ‘ -2 ‘ (-2,2) ‘ 2 ‘ (2, 00) ‘
f decreciente | No def | decreciente | No def | decreciente
f’ - No def - No def -
No def No def
| . e 2 (24 12) )
6. Concavidad, convexidad, puntos de inflexién: f = fﬁ =0=2z(z*+12) =0=
x? —4
r=0;224+12=0= 2 = +/—12¢R
’ Dominio | (—o0, —2) ‘ -2 ‘ (-2,2) ‘ 0 ‘ (0,2) ‘ 2 ‘ (2,00) ‘
f decreciente | No def decreciente No def | decreciente
1 - No def - No def -
- No def + 0 - No def +
convexa, conc | inflexién | conv céncava
7. Grafica:
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Representar f(z) = va? —1
1. Dominio: (—oo, —=1] U [1,4+00)

2. Puntos de corte con los ejes:

a) Con el eje de las ordenadas, OY: Si z = 0 entonces y = v/—1, luego No hay corte en eje Y

b) Con el eje de abscisas, OX :

Siy=0entonces Va2 —1=0=2’=1=z=+l,2=-1,= (-1, 0), (1, 0)

3. El signo es siempre positivo.Simetrias: f(—z) = \/(—z)> =1 = VZZ —1 = f(z), es simétrica

respecto del eje OY.
4. Asintotas

a) Asintotas verticales: No tiene
b) Asintotas horizontales: No tiene

¢) Asintotas oblicuas: y = mz +n

Dm= lim ¥¥=1 =1 n= lim (Va?—1-2)=0=y=am = lim
z—+o00 % z—+00 T——00
lim # =
T—+00 x

x2

2) lim < :”2_1)1,71 lim (Va2 —-1+z)=0=y=—z

Tr——+00

. . . . 7’ . z . /
5. Crecimiento, decrecimiento, méximos y minimos: f =

r——00

+— = 0=z =0¢Dom f.

/22
’Dominio (—o0,—1) ‘ (—171) ‘ (1, 00) ‘
f decreciente | No def | creciente
£’ - No def +

V-1 _
x

En el intervalo (—oo, —1) f'(z) <0 = fes decreciente ;En el intervalo (1, +o0) f (z) >0 =

f es creciente

6. Concavidad, convexidad, puntos de inflexién: f~ (x) = ﬁ #0,
27—

(.1 [(-1,D)] 0, ]

’ Dominio
f decreciente | No def | creciente
f// - No def -
~ N

la derivada segunda es negativa en todo su dominio= es siempre convexa

7. Gréfica:




2z
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Representar f(x) =
Solucién

1. Estudio de f(z) = -2%

r2—1

a) Dominio de f :Como f es una funcién racional, pertenecen al dominio son todos los niimeros
reales menos los que anulan al denominador, es decir: D = R — {+1, —1}

2. Puntos de corte

a) Con el eje de las ordenadas, OY: Si = 0 entonces y = 0, luego pasa por A(0,0)

b) Con el eje de abscisas, OX :

1) Si y = 0 entonces w?fl =0= 2x =0 = 2z =0, Vemos que da el punto (0, 0) de

nuevo, esto quiere decir que la grifica de f(x) corta a los ejes solamente en el origen de
coordenadas.

3. (opcional) Signo de f (Permite ver las regiones donde existe la gréfica y ayuda a posicionar las
asintotas)

a) Para estudiar el signo de f se sefialan en la recta los puntos donde no hay funcién (es decir
los q no pertenecen al dominio) y los puntos donde la funcién es 0, esto nos da los puntos
{-1,0,1} es decir la recta queda dividida en 4 regiones (—oco, —1)(—1,0)(0,1)(1, +0c0) donde
puede cambiar el signo, basta tomar un punto en cada una de ellas para saber el signo de
toda la region

[Bominio] o] [=i] o] 1] J==]
ENEEICIEEIE

b) Simetrias f(—x) = (_;)25"_1 = —f(z)Hay simetria impar

4. Asintotas

a) Horizontales

1) li@ x22i1 = 0 Hay Asintotas horizontal
o0

2) lim —#*- =0 Hay Asintotas horizontal
>—00

b) Verticales

1) x_lirzzr wgfl = a—f = -0 ;z_lirizﬁ 12’251 = 6—_2 = 400 Asintota vertical en z = —1

2) $£Zglb— Igfl = 0% = - ;zjirﬁl+m22f1 = 0% = +oo.Asintota vertical en x = +1
¢) Oblicuas:No existen al haber Horizontales.

5. Monotonia
a) Calculo de la derivada f'(z) = %
b) f'(x) =0 = —2—22% = 0 = 222 = —2 =>No existe solucién=-No hay puntos singulares.Ni
maximos, ni minimos
¢) Estudio de signos de f’
Dominio | —oco -1 0 +1 400
f decrece decrece decrece decrece

Lo 1 [ - Ja] - -] - (4] - [ |




. Estudio de la concavidad y convexidad

a) f"(x)

A (x2—|-3)
G
b) f"(x) =0=>2z=0;

Dominio | —oco -1 0 +1 400
f decrece decrece decrece decrece
r - (2] - | - [ - [2] -
I - + 0 - +
~ ~ inflexion ~ o

Como en el 0 cambia la concavidad f tiene ( en = 0 ) un puntode inflexién (0,0)

. Dibujo
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Represetar f(z) =

Solucién
1. Dominio: La funcién es continua en todo R ya que el denominador no se anula nunca.
2. Puntos de corte
a) Con el eje de las ordenadas, OY: Si z = 0 entonces y = 0, luego pasa por A(0,0)

b) Con el eje de abscisas, OX :

1) Siy = 0 entonces 5 = 0 = x = 0 = = = 0, Vemos que da el punto (0,0) de
nuevo, esto quiere decir que la grifica de f(x) corta a los ejes solamente en el origen de
coordenadas.

3. (opcional) Signo de f (Permite ver las regiones donde existe la gréfica y ayuda a posicionar las
asintotas)

a) Para estudiar el signo de f se sefialan en la recta los puntos donde no hay funcién (es decir
los que no pertenecen al dominio) y los puntos donde la funcién es 0, esto nos da solo el
punto 0 es decir la recta queda dividida en 2 regiones (—00,0)(0, +00) donde puede cambiar
el signo, basta tomar un punto en cada una de ellas para saber el signo de toda la regién

[Domnio =] [[0] [+
AL
f(=1) =5 <0y f(1) =5 >0,

a) Horizontales

x

271 = 0 Hay Asintota horizontal;

1) lim
xr—>+00

2) li>m = 0 Hay Asintota horizontal

_z
z x2+1
b) No hay verticales La funcién es continua en todo R

¢) Oblicuas:No existen al haber Horizontales.

5. Monotonia

a) Calculo de la derivada f'(x) = —(;;ﬁl)z
b) f/(x):*(;;ﬁ:Oérz—lz()éle;x:fl

¢) Estudio de signos de f’

—1 1
—00 minimo maximo 400
decreciente creciente decreciente
i - 0 + 0 -

La funcién tiene un minimo relativo en (—1, —%) y un méximo relativo en (1, %)

La funcién decrece en el (—oo, —1) [ J(1,00) y crece en el intervalo (—1,1)

6. Estudio de la concavidad y convexidad



0) f'(z) = 2 (z? — 3)

(@2 +1)°
B) f(2) =0 => 2 =0z = Vi = —/3
Dominio | —oo —V3 1 0 1 +v/3 +00
f decrece decrece decrece decrece
f - - |-Jo] +  [+]o] - - -
" - 0 + 0 - 0 +
~ inflexion - inflexion ~ inflexion -

Como en el 0,/3, —y/3cambia la concavidad f tiene 3 puntos de inflexién. B(v/3,0,43);C(—+/3, —0,43); D(0,0)
7. Dibujo
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Representar f(z)) = £22
Solucién

1. Estudio de f(z)Lne

z
a) Dominio de f :D = RT = (0, +00)
2. Puntos de corte
a) Con el eje de las ordenadas, OY: No existe valor para © = 0
b) Con el eje de abscisas, OX :
1) Siy =0 entonces % =0= Lz =0= z =1, Vemos que da el punto (1, 0) .

3. (opcional) Signo de f (Permite ver las regiones donde existe la gréfica y ayuda a posicionar las
asintotas)

a) Para estudiar el signo de f se sefialan en la recta los puntos donde no hay funcién (es decir
los g no pertenecen al dominio) y los puntos donde la funcién es 0, esto nos da e punto {1}
es decir la recta queda dividida en 2 regiones (0,1)(1,400) donde puede cambiar el signo,
basta tomar un punto en cada una de ellas para saber el signo de toda la region

[Dominio[0] [+1] [+oo]

[ s [l-Jol+[ |
b) Simetrias:No existen
4. Asintotas
a) Horizontales
1
1) lim £ = lim ¥ = lim 1=0Hay Asintotas horizontal
r—>4o00 T xr—>+400 z—>400%

b) Verticales

1) lim Linz — 55 = —oo ;Asintota vertical en z = 0

z—>0+ *
¢) Oblicuas:No existen al haber Horizontales.

5. Monotonia

a) Calculo de la derivada f'(z) = 1;2“

b) fllz)=0=1—-Lx=0=>x=c¢
¢) Estudio de signos de f’

Dominio | 0 e +0o0o
f crece | |decrece
Lo [[+dof - [ |

En z = e hay un méximo (e, 1)
6. Estudio de la concavidad y convexidad

0) f(x) = 21n(mxg)—3

b) f'(x)=0=>z=e?;

i

11



Dominio | 0 el le? +o0o
f decrece decrece
RO
f// _ 0 +

Como en el 0 cambia la concavidad f tiene (en x = e? ) un puntode inflexién (e3,0,33)

. Dibujo
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Representar f(x)) = e
Solucién

1. Estudio de f(z) = e
a) Dominio de f :D =R — {0}
2. Puntos de corte

a) Con el eje de las ordenadas, OY: No existe valor para © = 0
b) Con el eje de abscisas, OX :

1) Siy = 0 entonces er =0=La exponencial nunca se anula.

3. (opcional) Signo de f (Permite ver las regiones donde existe la gréfica y ayuda a posicionar las

asintotas)

a) f(x) es siempre positiva

b) Simetrias:No existen
4. Asintotas

a) Horizontales
1) lim er =¢® =1 Hay Asintotas horizontal y = 1
xr—>400

2) lim er =¥ =1 Hay Asintotas horizontal y = 1
xr—>—00

b) Verticales
1) lim er = et = oo ;Asintota vertical en z = 0
z—>0t

2) lim er = e = +%.O = 0 ;No hay Asintota vertical en z =0~
x—>0"

¢) Oblicuas:No existen al haber Horizontales.

5. Monotonia

a) Calculo de la derivada f'(z) = 76;;
x
b) f'(x) = 0= e'/* = 0 =>nunca se anula=>No hay puntos criticos

¢) Estudio de signos de f’

Dominio | —oo 0 400

f decrece decrece

Siempre decrece
6. Estudio de la concavidad y convexidad

0) F'(x) = (2z —;41) ex

b) f//(x) =0=>z= —%;

13



Dominio | —oco -1/2 0 +00
f decrece 7| decrece
r -] - A -
I - 0 |+ +

Como en el -1/2 cambia la concavidad f tiene un puntode inflexién (—1/2, f(—1/2)) = (—1/2,0,135335)
7. Dibujo
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Representar f(x)) = xe™
Solucién

1. Estudio de f(z) = xze™*
a) Dominio de f :D =R

2. Puntos de corte
a) Con el eje de las ordenadas, OY: para z =0 f(0) =0 => (0,0)
b) Con el eje de abscisas, OX :

1) Siy =0 entonces ze~* = 0 =2 = 0 Vemos que da el punto (0,0) de nuevo, esto quiere
decir que la gréfica de f(x) corta a los ejes solamente en el origen de coordenadas.

3. (opcional) Signo de f (Permite ver las regiones donde existe la gréfica y ayuda a posicionar las
asintotas)

Dominio | —oc0 0 +00
f — 0|+
a) Simetrias:No existen
4. Asintotas
a) Horizontales
1) lim ze™® = lim % = (L'Hopital) = lim L = 0 Hay Asintotas horizontal
T —>+400 r—>400€ z—>+00€
y=0
2) lim xe~® = 400 No Hay Asintotas horizontal
r—>—00

b) Verticales :No hay

¢) Oblicuas:No existen
5. Monotonia
a) Calculo de la derivada f/'(z) = —(z — 1) e™*
b) ff(z)=0=—(z—1)e*=0=>2=1
¢) Estudio de signos de f’

Dominio | —oo 1 400
f crece| |decrece
Ll [+l -] |

en A(1,e~!). Hay un maximo
6. Estudio de la concavidad y convexidad

a) f'(x) = (z—2)e"
b) f"(x) =0=>z=2;

Dominio | —oo | (—00,2) [2 | (2, +00) | +0
i - 0 + S

15



Como en el 2 cambia la concavidad f tiene un puntode inflexién (2, f(2)) = (—1/2,0,270671)
. Dibujo
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1—x?

Representar f(x)) =e
Solucién

1. Estudio de f(z) = e!~*’
a) Dominio de f :D =R

2. Puntos de corte
a) Con el eje de las ordenadas, OY: para 2 =0 f(0) = 0=> (0,¢)
b) Con el eje de abscisas, OX :

1—z?

1) Siy =0 entonces e = 0 =No existe soluciénNo hay corte con eje OX

3. (opcional) Signo de f (Permite ver las regiones donde existe la gréfica y ayuda a posicionar las
asintotas)

Dominio | —o0 0 +o00

f +0]+

La gréafica siempre es positiva
a) Simetrias:f(—z) = f(z).Es simétrica par.
4. Asintotas

a) Horizontales

1) lim e'=*" =¢=> =0 Hay Asfntotas horizontal y = 0
r—>400

2)  lim el=® = e~ =0 Hay Asintotas horizontal
Tr—>—00

b) Verticales :No hay

¢) Oblicuas:No existen
5. Monotonia
a) Calculo de la derivada f/(z) = —2ze!~®
b) fl(x) =0= —2ze!™* =0=>2=0
¢) Estudio de signos de f’

Dominio | —oo 0 400
f crece| |decrece
Lo [ [l - ]

en A(0,e). Hay un méximo

6. Estudio de la concavidad y convexidad
a) f"(z) =2(22? - 1) el=o’

b) f'(z)=0=>z= +%;x ==

Dominio (_007_%) _% (_%7%) % (%,—&-oo)
f// + 0 — 0 +

17



Cambia la concavidad f en (—

. Dibujo
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Junio 2005-Representar f(z)) = e® + Inx
Solucién

1. Estudio de f(z) = e® + Inx
a) Dominio de f :D = (0, +00)
2. Puntos de corte

a) Con el gje de las ordenadas, OY: = 0 no estd en el dominio.
b) Seguro hay un valor de x donde f(z) = 0(ver apartado 4).La funcién pasa de —oo a +oo de
forma continua=>por Bolzano existe un c tal que f(c) =0

3. (opcional) Signo de f (Permite ver las regiones donde existe la grifica y ayuda a posicionar las
asintotas)

Dominio | —o0 400

f +| |+

La grafica siempre es positiva
a) Simetrias:No hay
4. Asintotas

a) Horizontales

1) lim e® +Ilnz = 400 No hay
T —>—+00

b) Verticales : lim e® + lnxz = —oc0

z—>0
¢) Oblicuas: y = max + n No existen

m= lim e”‘% = (LHopital) = +c0

T—>+00

5. Monotonia
1
a) Calculo de la derivada f'(z) = e* + -

b) No hay raices de f' =0
¢) Estudio de signos de f’

Dominio | 0| (0, +00) | +00

f crece

Siempre creciente
6. Estudio de la concavidad y convexidad
) @) = -
a v)=e"——
b) Veamos que en el intervalo [1/2,1] se anula f“"(x), para eso aplicamos Bolzano a la funcién
[ (@)

1) f77(z) es continua en [1/2,1], ya que 0 no pertenece a este intervalo f”"(1/2) < 0;
f77(1) > 0 Luego al cumplir Bolzano existe un punto ¢ € (1/2,1) tal que f""(¢) = 0.

19



7. Dibujo
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3

Junio 2005-Representar f(z)) = o
Solucién

3

1. Estudio de f(z)) (wfl)z

a) Dominio de f :D = R — {+1}
2. Puntos de corte

a) Con el eje de las ordenadas, OY: z =0 => (0,0).
b) f(x)=0=>23=0=>2=0

3. (opcional) Signo de f (Permite ver las regiones donde existe la gréfica y ayuda a posicionar las

asintotas)

Dominio | —o0 0 +o00
f —10|+

La gréfica es positiva en (0,400) y negativa en (—oo, 0)
a) Simetrias:No hay
4. Asintotas

a) Horizontales

1) lim = = +o0 Nohay

2) lim 2 — 50 No hay

r—>oo (=12 T
b) Verticales :

N ZIJg —
) bim, G5 =+

2) lim =+
im %5 = 400
z—>1- (z—1)

c¢) Oblicuas: y = mx +n
23

- . @-02 .

1) m= z—llgzoo z - x—ll>n—‘zoo 137;"#7””

2. La asintota oblicua es y = = + 2 en +00

23

@-12 _

i 3
=Ln= lIim =
ac—>+oo(

3
2) m= lim lim —w—2%5—
) T—>—00 w—>+00m37212+x

2.La asintota oblicua es y =z + 2 en —oc0

T—>—00 (T

5. Monotonia

(x —3)z?
(z—1)°

b) Raicesde f/=0=>z=0;2=3

¢) Estudio de signos de f’

a) Calculo de la derivada f'(x) =

z—1)2

=1Lin= Ulm 7{'1)2 —

l.x= lim

z—>too T 2m+1
3_.3 2

o — ; o=z 2z —x
lez= lim s

Dominio | (—00,0) [0 (0,1) | 1|(1,3)[3](3,+c0)

23 7I‘5+2I2 —x __



Hay un minimo en z = 3 = (3,6,75)
6. Estudio de la concavidad y convexidad

Q) () — x? _3(3:—3)x2 2(3?—3)582 6x
P P P B o

b) f"(x)=0=>2=0

Dominio | (—00,0) [0](0,1) | 1[(1,3)] 3 |(3,400)
f
f + (ol + |Z| - |0 +
Iz ~ o] + + |+ +
~ o |4 o

7. Dibujo
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