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1 Introduccion

Las matrices y los determinantes son herramientas del algebra que facilitan el
ordenamiento de datos, asi como su manejo.Los conceptos de matriz y todos los
relacionados fueron desarrollados basicamente en el siglo XIX por mateméticos
como los ingleses J.J. Sylvester y Arthur Cayley y el irlandés William Hamil-
ton. Las matrices se encuentran en aquellos &mbitos en los que se trabaja con
datos regularmente ordenados y aparecen en situaciones propias de las Ciencias
Sociales , Econémicas y Biolégicas.

2 Definiciéon

Dada una matriz cuadrada de orden n,

a1 a2 a3 ... Qin
A= 21 Q22 A23 ... d2pn
an1 Anp2 a3 cee Qnn

se llama determinante de la matriz A y se representa por |A|

ailr G2 a3 ... Qlp

a1 a22 a2 e Qa2
4] = i "

Gp1  QAp2 Ap3 ... GQnpn

a un numero real que es igual a:

det(A) = |A| = Z(—l)i(g)amu)azg@)~~(lm(n) o€ Sn

En otras palabras, el determinante de una matriz cuadrada es el
ntmero real que se obtiene sumando todos los n factorial (n!) productos posibles
de n elementos (orden de la matriz) de la matriz, de forma que en cada producto
haya un elemento de cada fila y uno de cada columna, precedido cada producto
con el signo + 6 — seglin que la permutaciéon de los subindices que indican la
columna tenga un nimero de inversiones, respecto del orden natural, que sea
par o impar.

Esta definicién sélo es practica para resolver los determinantes de orden 2 y
3. Los determinantes de orden superior se resuelven con otros métodos, ya que
aplicando la definicién seria muy laborioso.

3 Determinantes de orden 1 y 2

3.1 Determinantes de matrices 1x1

El determinante de una matriz 1 X 1 es el propio ntmero.



3.2 Determinantes de matrices 2x2

El determinante de la matriz 2x2, A = < a b ) es el namero |A| © ad—be

c d

Este resultado se corresponde con la suma de todos los posibles productos
de dos elementos que se pueden formar tomando un elemento y solo uno de cada
fila y un elemento y solo uno de cada columna afectado cada producto por el
signo + 0 -, segiin unas determinadas propiedades ( inversion par o impar).

En efecto, ya que segun la definicion

a1l a2

det(A) = o1 o

= Zo-esn(_1)i(g)a10(1)a20(2) = a11022 — 12021

Los nimeros de las columnas tienen solo 2 permutaciones 12 y 21. Una de
ellas es par (12) por lo tanto (—1)"?) = (=1)° = 41 y la otra es impar (2,1),
por lo tanto (—1)"@) = (=1)} = —1

Ejemplo:

2 1
A—(7 4>—2~4—7-1—1
Ejemplo:

3 -1
A= ( - ) =3.(=4)—7-(-1)=5
4 Determinantes de matrices de orden 3

De la misma forma que en el apartado anterior veamos como calcular el deter-
minante de las matrices cuadradas de orden 3. En este caso el nimero de sumas
serd 3!=6.

Veremos una regla nemotécnica, regla de Sarrus, para recordar como cal-
cularlo. Sea A € Mjs,3(R) definido de forma genérica como



Antes de aplicar la definicion de determinante veamos las permutaciones y
sus indices:

0123-> numero de inversiones 1(6123)=0 ->es par

o132-> namero de inversiones i(6132)=1 ->es impar

0931-> numero de inversiones i(6231)=2 ->es par

0213-> ntmero de inversiones i(6213)=1->es impar

0312-> ntmero de inversiones i(c312)=2 ->es par

0321-> numero de inversiones i(6321)=1 ->es par Por lo tanto

a1 a2 ais
|Al = | a21 a2 a3 | = (—1)%a11a22a33+(—1)'a11a23a32+(—1)%a12a23a31+
asz; azz2 asg
(=) 'arzasiass + (—1)%a13a21a32 + (—1)'ar1za00a31=

= (11022033 + G12023031 + A13021a32 — (A11023032 + 1202133 + A13022031)

|A| = a11a22a33 +a12a23a31 +a13a21a32 — (@11a23a32 + 12021433+ A13022031)

Ejemplo:

123
A=|4 5 6|=(1-5-94+4-8342.6-7)—(3-5-74+6-8-14+4-2.9) =
78 9
)f

(45 +84+96) — (105+484+72) =0

Nota: Por la propia definicion de determinante, es evidente, que en el caso
de matrices triangulares o diagonales el determinante es el producto de los ele-
mentos de la diagonal principal.



5 Determinantes de orden superior

La aplicacién del proceso descrito para el desarrollo de un determinante con
la formacién de todos los productos posibles, resulta muy laborioso cuando el
orden es superior a 3. Un determinante de orden 4 precisa el calculo de 24
productos de 4 factores cada uno y el de orden 5 necesita 125 productos de 5
factores,...lo cuél dista mucho de ser comodo y si muy propenso a la comision
de errores.

Se puede construir un procedimiento alternativo para el célculo de estos
determinantes, pero es preciso describir previamente los conceptos siguientes:

5.1 Menor Complementario

Sea A € Mnxn se llama menor complementario del elemento a;; de A, y lo
representaremos por «;;, al determinante de la matriz cuadrada de orden
n — 1 que se obtiene de suprimir la fila i — ésima y la columna j — ésima de A

Ejemplo
1 2 3 -
SeaA=| 0 5 6 Menor complementario del a1; = a1 = ‘ ‘ =
-2 4
3 -2 4
32
. 0 5
Menor complementario dela;s = a3 = 3 o |= —15
. 1 3
Menor complementario del azs = ago = ‘ 0 6 ’ =6

5.2 Adjunto de un elemento.

Para una matriz cuadrada A € Mnzn de orden n, se llama adjunto del elemento
a;; de A, y lo representamos por A;;, al menor complementario del elemento
a;;) anteponiéndole el signo + 6 — segin sea la suma de los subindices i + j par
o impar:



1 2 3 56
Sea A = 0 5 6 A11 = (—1)1+1a11 = (—1)1+1 —9 4 ’
3 -2 4
32 Az = (-1)'Payg = (—1)*3 g _52 ‘ = (-1)"3. —15 =15
Asy = (—1)*Tagy = (—1)3+2 (1) 2 ’ =(-1)3*2.6=-6

5.3 Matriz Adjunta

Definicion:

La matriz cuyos elementos son los adjuntos de los correspondientes elementos de

una matriz cuadrada A se llama matriz adjunta de A y se denota
A A Ags 32
En nuestro ejemplo: Adj(A) = | Az Ags Aoss = —14
Az Azpy Ass -3

por Adj(A).
18 —-15
-5 8

—6 5

Ahora ya estamos en condiciones de poder calcular determinantes de orden

superior a 3.

6 Determinantes de orden superior a 3.Determi-

nates por el desarrollo de una linea

Sea A € M, el valor de su determinante se obtiene sumando los pro-
ductos de los elementos de una de sus “lineas” por sus adjuntos cor-

respondientes:

def
‘A| ; aﬂAﬂ + ...+ a”A” + ...+ amAm

si quiero desarrollar por los elementos de la filai o bien

de
|A| :f a21A21 —|— . —|— agiAQi + e —|— agnAQn



si quiero desarrollar por los elmentos de la fila 2 El valor del determinante es
independiente de la “linea” elegida Entonces, el determinante de una matriz

3x3 puede ejecutarse de 6 maneras diferentes

annAn + ... +adiz + ... +azdis
az1Az1 + ...+ agedss + ...+ azsAas
CL31A31 + ...+ 0321432 + ...+ 0,331433
a11A11 + ...+ a21A21 + ...+ 1131_/431
a12A12 +...+ (L22A22 +...+ a32A32
aizAiz + ... +agsAaz + ...+ azzAss

ailp a2 ais
|A|= az1 Aag22 a3 | =
asz1 asz a33

Ejemplo
3 —4 -3
Calculemos el determinante de la matriz A = -1 2 7 = |A] =
-2 4 0
2 7
(1" an [An| + (1) aor [Aor| + (1) gy |4z | = = 3‘ 4 0 ‘ -
-4 -3 -4 -3

Ejemplo
2 0 1 1
2 2 —4 1
A=1353 7 1 1 [A=( D' any [An | + (=1)*7 ag1 [An | +
2 =2 0 0
2 -4 -1 0 1 1
(=D agy |[Agy |+ (=D ayg A =2 1 1 1 |=2| 1 1 1|+
-2 0 0 -2 0 0
0 1 1 0 1 1
3| 2 4 —1|-2/2 4 -1
-2 0 0 1 1 1

Ahora bien, los determinantes de tamafio 3 x 3 se calculan del mismo modo
que en el ejemplo anterior. Verificar que respectivamente, los determinantes

tres por tres valen 6,0, —6,3 por lo cual |A| =2(6) —3(—6) —2(3) =24



7 Propiedades de los determinantes de matrices
e FEl determinante de una matriz A es igual al determinante de su traspuesta.
Al = |41
ail Q21 a3zl
|A*| = | a12 a2 ase | = ai1az2a33+asiaseaisztasiaizass—(aziazars+

a13 a23 a33

a11032a023 + a21a12a33): Reorganizando

= 11022033 + Q12023031 + Q13021032 — (@11023032 + 12021033 + A13a22a31) = |A]

Ejemplo
2 3 4

|[Ajl=11 3 2|=2-3-0+1-1-44+3-2-5-4-3-5-3-1-0-2-1-2=
5 1 0

0+4+30—-60—-0—4=-30 |AY = =2-3-0+1-1-4+3-2-

=~ W N
N W o
S =

5—-4-3-5-3-1-0-2-1-2=0+4+30-60-0—-4=-30

Considerando entonces esta propiedad, todo los resultado para la filas de un
determinante serad igualmente véilido para las columnas, y viceversa, pudiendo
hablar simplemente de lineas de un determinante.

e Si los elementos de una fila 0 de una columna se multiplican todos por
un numero, el determinante queda multiplicado por dicho ntimero. A =

kai1 a2 ais
kaz1 a2 as3 | = kaiiaseasz+kaisazzas: +ka13a21a32—(ka11a23a32+
kaz1 a3z as3

kayza21a33 + kajzazasi) =

k(ai1a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 — (a11a23a32 + a12a21a33 + a13022031)) =
a1 a2 ais
k-| as1 a2 ao3 | Por lo tanto, esta propiedad Nos permite sacar fuera los

asz1 asz G33

factores comunes a todos los elementos de una linea.



ka1 kaia kaiz
o |k-A|l = k™| A|, siendo n la dimension de lamatriz |[A| = | kag1 kage kags | ==
kaz1 kazzy kass

a1 a12 a13 a1 a12 a13 a1l a2 G13
k| ka1 kazo kaos =k? a21 a22 a23 =k3 a1 Q22 (23 | =
kaz1 kazz kass kas1 kazz kaszz as1 asz2 ass
k3| Al

e Si los elementos de una linea se pueden descomponer en suma de dos o
més sumandos, el determinante serd igual a la suma de dos determinantes
(o mas) que tienen todas las restantes lineas iguales y en dicha linea tienen
los primeros, segundos, etc. sumandos.

ain +bi1 a2 a3 a1 a2 a13 b1 a2 ais
a21 +b21 aze a3 | =| a1 azr a3 |+| bar aze ass
az1 +b31 azzx ass a31  aszy as3 b31 azz as3

e Si en un determinante los elemento de una linea son nulos, el determinante
a1l a2 a13

esnulo. |Al=| 0 0 0 |=a11-0-a33+0-asa13+ aziais-0—
a3y asz a3z

(as1-0-ai3+aiiase -0+ 0-azas3) =0

e Si en una matriz se permutan dos filas (o dos columnas), el determinante

G21 Q22 Q23 a11 Q12 a13
cambia de signo. |A| =| a11 a12 a3 | =—| a1 a2 as | = —|A]
as1 a3z as3 as1 a3z ass

3 4
Ejemplo |1 3 2 |=-30
5 1 0
1 3 2
2 3 4(1=30
5 1 0
e Si un determinante tiene dos lineas paralelas iguales, el determinante es
nulo.
a1 a a
|Al =] a1 b b | ==aj11bc+ aziab+ azac — (abagy + aj1¢b + agiac) =0
az; € ¢



e Si una matriz cuadrada tiene dos filas o dos columnas proporcionales, su

air kain a3 ail aix; ais
determinante esnulo. |A| = a21 ka1 a3 | =k| azn a9 ass | =
az1  kasy ass a31  as;  ass

e ya que una matriz con dos filas iguales tiene determinante 0

e Si los elementos de una linea son combinacion lineal de las restantes lineas
a1 @iz r-ai;+S-ai2

paralelas, el determinante es nulo.|A| = | a1 a2z 7T-a21+S-axw | =
31 Q32 T-a31+ S-a32
a1 aiz T-a11 a11  ailr S a12 a1l a2 a1
a1 G2 T-a21 |+ | @ Q1 S-a | =7-| a2 a2 a2 |+S-
asy Qg2 T-as1 asr azir S-as2 as1 agz a3s1
ail a2z a2
as1 a92 a99 =r-0+s-0=0
azr asz S-az2

e Si a los elementos de una linea se le suma una combinacion lineal de las
restantes lineas paralelas,el determinante no varia.

a1 a2 a3 +7r-ai;+s-a ajl G2 a3 ajl a2 T-an

G21 Q22 Q23 +T-az +S-ag | =| G21 Q22 a23 |+| G21 Q22 T-a21 |+
@31 Qg2 Q33 +7T-az; +s-asz aszl  Gz2 ass a3l az2 T-asy

aixr a2 S-a12 aixr a2 T-ai ailr a2 ai ail a2
G21 Q22 S-G22 | =| Q21 G22 T - Q21 |+7T| @21 Q22 a21 |+S-| a21 Q22
as1 Q32 S-a32 as1 as2 T-a31 as1 Q32 a1 as1 as2
ai1 a2 T-a1 a1 a2 T-a11

a1 QA2 TG |+r-0+s-0=1 asx ag r-a

as1 Q32 T-a31 as1 Q32 T-a31

e El determinante del producto de dos matrices cuadradas es igual al pro-
ducto de los determinantes de las matrices:. |A- B| = |A]| - |B|

8 Meétodos de calculo
8.1 Meétodo CHIO

e “Utilizando las propiedades de los determinantes se trata de hacer ceros a
todos los elementos de una linea para luego desarrollarlo por los adjuntos
de esa linea”

10

a12
a22
a32



1 2 3 4 1 2 3 4 L
-1 0 1 2 Fy—Fy -1 0 1 2 _ Desarrollo 1+2
*l2 01 1| |2 01 1|7 = 2D ?
2 2 =2 3 1 0 -5 -1
1 -5 -1 1 -5 -1
9. 9 1 1 F2;2F1 2./ 0 11 3 —Desarrollo 2‘ ia i) ‘
-1 1 2 0 —4 1

2(11 — (—12)) = 46

8.2 Meétodo de GAUSS

e “Utilizando las propiedades de los determinantes se trata de conseguir
un determinante triangular (superior o inferior) de tal manera que su
determinante sea el producto de los elementos de la diagonal”

Ejemplo
1 2 3 1 2 3 1 2 1 2 3
12 4|04 7 |EE L1004 7 [P0 4 7
1 4 1 0 2 -2 0 4 —4 0 0 -—11
Ejemplo
3 = x 3xr+3 =z = =z 1 z
T 3 T T |ecterteste| 3T+3 3 T T | 1 3
T T 3 = o 3z4+3 = 3 «x = (32+3) 1 =z
r r x 3 3r+3 = x« 3 1 =z
1 T T T
0 3—=x 0 0 _ 3
(3z+3) 0 0 3-2 o |= Bz +3)(3—1x)
0 0 0 3—x

11

8 wy K

1

w s ~ 8

1-4-(—11) = —22

fa—fa



9 Rango de una matriz

Recordemos que el rango de una matriz es el nimero de filas o columnas lineal-
mente independientes. Ademés sabemos que el nimero de filas L.I. es igual al
nimero de columnas L.I.

Existen fundamentalmente dos métodos para realizarlo: Método de Gauss y
Método del orlado o por determinantes

9.1 Meétodo de Gauss

Ya lo hemos visto.

9.2 Meétodo del orlado o por determinantes

Introducciéon: Consideramos una matriz A € Mmazn , supongamos que m<n (
esta restriccion no resta generalidad), si tomamos todos los determinantes de las
submatrices de orden m (menores de orden m) y vemos que se anulan, podemos
deducir que a la fuerza existe una combinacién lineal entre sus filas o bien sus
columnas.

Dando la vuelta a esta deduccién podemos decir que si en una matrizA €
Mman(m < n) existe algiin determinante de orden m no nulo, todas las filas y
columnas son linealmente independientes <= ran(A4) = m.

9.3 Menor de una matriz
Definicion:

Sea A € M, i en esta matriz se prescinde de una o varias filas o columnas de
forma que quede una matriz cuadrada de pxp, el determinante correspon-
diente se llama menor de la matriz de orden p.

Por ejemplo , si tengo la matriz de orden 3x4

a1 a2 aiz ai4
A= a1 QAg22 Q23 @24
a31 asz2 a3z G34

Como la matriz solo tiene 3 filas , la matriz no tiene menores de orden
superior a 3.

Seran menores de orden 1 por ejemplo los siguientes |a11|, |azsl;|asi|....En
total hay 12 menores de orden 1

Los siguientes determinantes serdn menores de orden dos

a2 ; @22 24 @z entre otros
az1 a2 azz a34 az1 ass

Los siguientes determinantes seran menores de orden 3
ailr a2z ais a2 a3 a4 ailr a2 a4
Q21 Q22 423 |;| G22 G23 0424 |,| Q21 Q22 424
az1 as2 as3 az2 G33 a34 az1 az2 a34

12



Definicion:

Sea A € M., se dice que el rango de A, ran(A), es K, si existe por lo menos un
menor de orden K no nulo y siendo nulos todos los menores de orden superior
a K. (El orden del mayor menor no nulo da el rango de la matriz)
A partir de aqui vamos a ver el método practico del Orlado para el calculo de

rangos.
Definicién

Sea A € Mmxn y elegido en ella un menor de orden K, se entendera por orlar
dicho menor, al formar otro menor de orden K+1 anadiendo al primero los
elementos de una fila y una columna que no formen parte del menor dado.

Se puede demostrar que “si orlando un menor de orden K distinto de cero
todos los determinantes de orden K-+1 que se pueden formar son nulos entonces
cualquier otro menor de orden superior a K es también nulo, y por lo tanto el
rango de A es K”

Nota importante: segin lo anteriormente expuesto si tenemos una matriz
cuadrada de orden n, tal que su determinante sea no nulo entonces su rango es
n.

En la préactica para calcular el rango de una matriz se busca un menor de
orden 2 no nulo.

Se elige una columna y se orla con las filas restantes:

e Si todos los orlados son nulos se suprime la columna y se repite la operacion
con otra columna.

e Si hay un orlado no nulo comenzamos de nuevo y lo orlamos igual que el
anterior. El proceso termina cuando no quedan columnas.

Ejemplo
1 2 -1 2
2 1 0 1
- Calcular el rango de 4 5 _92 5
2 1 1 2

Como es una matriz cuadrada primero calcularemos su determinante para
ver si su rango es 4.
Vemos que |[A|= 0 por tanto su ran(A) # 4 .

13



Seguidamente consideramos un menor de orden 2 no nulo por ejemplo:

1 9 1 2 -1
‘ ’ = —3 # 0 Orlamos por la siguiente columna: 2 1 0 =0
2 1
4 5 =2
1 2 -1
cambiamos de fila| 2 1 0 | =1# 0 — ran(4) > 3y como|4| =0 —
2 -1 1
ran(A) =3

10 Matriz inversa

En el tema anterior (matrices) se ha visto el concepto de la matriz inversa de
una matriz cuadrada y se han calculado inversas de matrices de orden 2 y 3
mediante sistemas de ecuaciones o con el método de Gauss—Jordan. En este
apartado veremos una tercera forma de calcular matrices inversas.

Recordemos que una matriz cuadrada A se llama regular (o inversible) si
existe otra matriz cuadrada, llamada inversa y que se representa por A™! | que
multiplicada por la matriz A nos da la matriz identidad.

A-Al=A"1.A=1T

Vamos a deducir como es la matriz inversa. Supongamos una matriz cuadrada
A de orden n, aunque para facilitar los calculos trabajaremos con una matriz
aip a2 a3
de orden 3. A = 21 Q22 G323 =
az1 az2 as3

A Agr Az
Hallamos la traspuesta de la matriz adjunta: [Adj(A)]" = [ A1z Az Ase
Az Azz Asz
Multiplicando la matriz A por la traspuesta de su adjunta [Adj(A)]* tenemos:
ail1 a2 Qi3 Ay Agr Az [Al 0 0
A= a2 azx a3 |-| Az A Az | = 0 A 0 = |A]-
az; azx ass A1z Azz Asg 0 0 |4
1 0 0
010 |=|4-1I
0 1

Es decir, al multiplicar A por la traspuesta de su adjunta nos ha aparecido
la matriz unidad multiplicada por el determinante:

14



A [Adj(A)" = |A]- 1) = A~ g [Adj(A)] =1

De donde se deduce que, si el determinante de A no es nulo:

AL = L [Adj(A)]!

Como de toda matriz cuadrada se puede hallar su adjunta y luego la traspuesta
de ésta, lo tinico que puede hacer que no exista la inversa es que no exista el
factor |17|, que no existe cuando A =0 .

Luego:
“La condicién necesaria y suficiente para una matriz cuadrada tenga inversa
es que su determinante sea distinto de cero”

Ejemplo
2 1 0
Calcular la matriz inversa de 1 1 -1
1 0 3

Primero tenemos que hallar |A| para ver si es inversible o no:
|A| = 2 # 0 = Aesinversible regular

Calculamos Adj(A)

App = (-1t é _31 ’ =3A = (—1)1+2 1 31 ‘ = —4A;3 = (—1)1*3
B LI e RN
145 = (=1)** } _01 ‘:—11432:(—1)3“ % _01 ’:2A33—(—1)3+3 f
1

A=) g =

ta=apn ] =

15



Agy = (—1)2+2 ?
Ay = (—1)2+3 ?
Agy = (—1)3+! i
Agy = (—1)3+2 ?
Ags = (—1)3+3 ?

16
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