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Espacio Afin tridimensional

Hemos visto en anteriores capitulos que :

Figado un punto O del espacio, es posible encontrar para todo vec-
tor libre x un inico representante de origen O.

Esto permite establecer una relacion entre los puntos del espacio ordinario
3
yV

Definiciones (vector de posiciéon de un punto y es-
pacio afin)

Siendo O un punto fijo del espacio E, consideremos la aplicacién:

o:E—V3

X»—>_O—)—g

que a cada punto X, le hace corresponder como imagen, ®(X), el vector libre
0X.

A cada punto X le corresponde un tinico vector libre x = O—X2 y, reciproca-
mente, dado un vector libre ?, como s6lo hay un representante de él con origen
en O, 57 ,a 7 le corresponde un tinico punto X (es una aplicacién biyectiva).
En esas condiciones:

Del vector fijo O—X> representante de 7 diremos que es el vector de posicion
del punto X.

Llamaremos Espacio Afin, y lo representaremos por E? | al conjunto de
puntos E dotado de la aplicaciéon & anterior.

Los elementos de E? se llaman puntos del espacio afin

Definiciones (Sistema de referencia afin y coordenadas de
un punto)

El concepto de sistema de referencia es, podriamos decir, la extension a E3 del
concepto de base en el espacio vectorial V3 :

Llamaremos sistema de referencia afin en el espacio a cualquier conjunto
S={0, e, 3, e_;),>}, donde O es un punto fijo del espacio y {e_f, s, 6_3>} una base
de V?' . . - S A N A

Ejemplo de sistema de referencia canonico O, i, j, k coni, j, k perpen-
diculares y unitarios( de modulo 1)



Definicion
Se llama dimensién del espacio afin a la dimensién del espacio vectorial asociado

Un espacio afin de dimension uno se llama recta afin
Un espacio afin de dimension dos se llama plano afin

Coordenadas de un vector definido por dos puntos

Dados dos puntos A y B de coordenadas A = (aj,az,a3) y B = (b1,ba,b3),
respecto de un sistema de referencia S = {O, e_f, e_2>, €3}, para conocer las co-

ordenadas resr&}to de la base B :{e_f, s, e_3>} del vector libre E bastara con
observar que: OA+ AB = OB , para concluir que las coordenadas de E seran:

AB = (b1 — a1,b2 —ag, b3 — as)

Coordenadas del punto medio de un segmento

A veces se necesita conocer las coordenadas del punto medio, M, del segmento
AB: Como m = ]\ﬁ , lamando (mq,m2, m3) a las coordenadas del punto
M, se tendra: (m1 — ap, M2 — Az, M3 — a3) = (b1 — m1,b2 — mg,bg — mg), de
donde:

ar + by az + by a3 + b3
mrh =%, 83T

my = 9 ) 2 — 9 3 — 9

Condicién de puntos alineados

Tres puntos estaran alineados si rango de los vectores que determinan =1

rango(zﬁ, R") =1, es decir si zﬁ y ﬁ son dependientes



Condicién de cuatro puntos coplanarios

Cuatro puntos A, B, C, D estardan en un mismo plano si rango de los vectores
que determinan =2

rango(zﬁ,/@, E) = 2, es decir si hay dos vectores independientes y el
otro dependiente

Operaciones con vectores usando componentes

A partir de ahora se supone que se ha fijado el sistema de referencia canénico:
- = -
S={0,i,5,k}.

Suma, resta y opuesto de vectores

Sean dos vectores u y v de corordenadas U = (u1,ug,usz), v = (v1,v2,v3) en la
base del sistema de referencia .
Se obtienen esa operaciones de forma analitica de la siguiente manera:

U+ = (uy,u2,us) + (v1,v,0.) = (ug + v1, us + v, uz + v3)
U - = (u1,ug,uz) — (v1,v7,0.) = (U1 — V1, ug — Va2, Uz — v3)

T = (w2 u3)) = (—ur, iz, —uiz)

Producto de un vector por una constante

Sea un vector @ = (u1,us,us3), Se obtiene esa operacion de forma analitica de
la siguiente manera:

A- 7 = )\(U17UQ,U3) = (Aul,/\ug,)\ug)

Rango de un sistema de vectores en V3

. — — —
Sea un sistema de vectores S = {u1 = (ull, Uui2, Ulg), ug = (UQl, U2, UQg)..., Up = Upl, Up2, ’ung)}
al nimero de vectores linealmente independienentes o lo que es lo mismo el rango

de la matriz .. . . Como maximo seri 3 en V3

Unl Up2 Up3



Producto escalar

Dados dos vectores libres no nulos, a y ? , de V3 | se define el producto escalar
de @ y ? , que representaremos mediante a-b , como el nimero que resulta
de multiplicar el médulo de a por el médulo de b por el coseno del dngulo que
forman @ y ? O sea:

T =7q- ?.cos(?, ?)

. .77 -
Si@ 6 b son nulos, se define a-b=0.

Interpretaciéon geométrica

%
El producto escalar de dos vectores no nulos @ y b esigual al producto del
modulo de uno de ellos por la proyecciéon del otro sobre él.

Propiedades del producto escalar

- =
e Conmutativa:d-b = b-d

e Distributiva: @ (7 +7) = o +4d.7
o —\ 7 - 7\ =
e Pseudoasociativa: (Ad).b =AXd.b)="d.(Ab)

e Positividad:@.@ > 0

Interesa destacar que de la definicién de producto escalar y de la cuarta propiedad
anterior se deduce que el médulo de un vector es la raiz cuadrada del producto
escalar de dicho vector por si mismo:

d|=Vd.d



vectores ortogonales

_>
Diremos que dos vectores no nulos d y b son ortogonales o perpendiculares,
y escribiremos a_L b, si el &ngulo que forman es de 90° 6 de 270°. Resulta evidente
que:

7J_b<:> b—O

criterio que resultard muy tutil para averiguar si dos vectores son ortogonales.

Definicién (de base ortonormal)

Como sabes, los vectores se dan habitualmente a través de sus coordenadas
res pecto de una base, de modo que de poco servird el producto escalar si no
supiéramos calcularlo a partir de ellas,

Supongamos dados, pues, una base B = {ej,ez,e3} y dos vectores @ y b

de coordenadas @ = = (a1,a2,a3) y b = (b1, be,bs), respectivamente.
En virtud de las propiedades del producto escalar, podremos escribir:

%
@b = (a1€e] + azes + azes)-(biet + baes + byes) =
%

= albl eq{ 62 + (a1b2 +a2b1) eq- 62 + (a1b3 +a3b1) eq. 63 + (a2b3 +a3b2) e5.es3+
+asbo.e5es + azbs.eies

Y habremos trasladado el producto q - ? al producto de los vectores de la
base. Los célculos se facilitarian bastante si a la hora de elegir tal base:

e Los vectores e_f, e_ﬁ, 4 fueran unitarios, o sea, de médulo 1.

e Los vectores e_f, 6_2>, €3 fueran ortogonales dos a dos. pues en tal caso los
productos e;.e;(i # j) serian nulos y los e? iguales a la unidad.

A tal tipo de base la llamaremos base ortonormal, y utilizaremos habitualmente
_>
los simbolos 17{, 175, o i j k para designar sus vectores.

Expresién analitica del producto escalar

. - ., .
Si los vectores '@ y b se expresan en funciéon de sus componentes cartesianas
rectangulares, tomando la base canénica en R? formada por los vectores unitar-

ios i, j, k tenemos:

- - - = - - -
E):xll +y1jJ +21k b =221 +y2j +22k

El producto escalar se realiza como un producto matricial de la siguiente
forma:

T2

_>

-b = [331 Y1 21] Y2 | = T1T2 + Y1Yy2 + 2122
22

a



ya que los productos

- = - — - =
i -1 =1,7-7 =1, k=1
y
- = - = - = - = - =
i §=0,7i=0, 7-k=0,k-4=0,47-k=0 k-4 =0

Aplicaciones del productos escalar
Calculo del médulo de un vector

Si a es un vector de coordenadas @ = (a1, a2, as) respecto de una base ortonor-
mal se tendré: @ - @ = (a1,a2,a3)(ay, a, as) = a? + a3 + a2.
Como || = v/a - a, entonces

@) = \faf + a3+ a3

Vectores paralelos o en una misma direcciéon

Dos vectores son paralelos o llevan la misma direccion si el angulo que forman
es de 0 radianes (0 grados) o de = radianes (180 grados).

Cuando dos vectores forman un angulo cero, el valor del coseno es la unidad,
por lo tanto el producto de los médulos vale lo mismo que el producto escalar.

TV =@V cos ¢ |cosb| =1 T/))B = [@-b|=[T||D

Angulo entre dos vectores

Si, ahora, quisiéramos calcular el dngulo formado por dos vectores a y b |

de coor- denadas @ = (a1,a2,a3) y b = (b1,bs,b3) respecto de una base
ortonormal, bastard recordar que:

%

(@)= 2

cos{ a , = =

@b

para, en virtud de lo anterior, poder escribir:

ai1br + asbs + azbs

%%
cos(d, b)=
Vai + a3 +azy/bf + b5+ 3




Vectores ortogonales
Dos vectores son perpendiculares si

(leg +a2b2 —|—a3b3 B E)—>
Va3 +a3 +a\/b? + b3 + b3

cos(d, 7) =0<=

luego R R
ALb «—=d-b=0

Cosenos directores

Se llaman cosenos directores de un vector E}, a los cosenos de los angulos que
él con cada uno con los ejes coordenados. En un plano tridimensional se repre-
sentan como:

+Z

ai a2 as

COSQ = — e €08 = — e 08Y = ey
vai+as;+az vai+a;+az vai+a;+ a3



Producto vectorial
Definicién
Dados dos vectores del espacio de dimensién tres: 0 y o , se llama producto

vectorial de o y o , y se denota por UxT ol A o , a otro vector con las
siguientes caracteristicas:

e Modulo: | x ¥| = |« ||V |-sena , siendo o el menor dngulo que deter-
minan los dos vectores.

e Direccién: esla perpendicular de cualquier plano generado por los vectores
Uy

e Sentido: es el de avance de un sacacorchos que gira de u a v (regla de
Maxwell).

Luego, la primera observacién es que el vector U XV es perpendicular a los
dos operandos, es decir:

UxTLd

Ux VLY

Interpretacién geométrica del producto vectorial

Geométricamente, el modulo del producto vectorial de dos vectores coincide con
el area del paralelogramo que tiene por lados esos vectores.

Designemos por S el area de un triangulo de vértices A, B, C.

AB sera la base del triangulo.

Entonces: 1 1
S = §|ﬁ|h = §|ﬁ|.\ﬁ|.sena



luego

C S:%Lﬁxﬁy

h Asi pues :
a

) B

Figure 1: El modulo del pro-
ducto wvectorial es el
Area del paralelogramo
formado por los dos

vectores

|7 X 7\ =Area del paralelogramo formado por U y o

4.3.

Propiedades del producto vectorial

El producto vectorial de un vector por si mismo es cero.

Propiedad anticonmutativa:d x ¥ = - ¥ x U

Propiedad distributiva respecto de lasuma: @ x(U+w) = U XU+ U X W
Producto por un niimero real:\(7 x 7)) = (A7) x ¥ = ° x (A7)

El producto vectorial de dos vectores no nulos es el vector cero si y sélo si
los vectores son paralelos

P x| = 0= 7/

Demostraciéon

UXV =0 <= [UxT| =0 < |U|-| 7| sena = 0 <= sena = 0 <=
a=0
a =180
En general, el producto vectorial no cumple la propiedad asociativa.

Ux(UXW)A (U xV)x W@

U - (U x ) = 0; cancelacion por ortogonalidad.
U x (U xW)=0(d - &) — W(d - V); conocida como Doble producto

vectorial

El médulo o norma del producto vectorial puede calcularse facilmente sin

hacer el producto vectorial: | x¥| = /|7 [2[V2 - (¥ - V)2
UXT

X

El vector unitarion = |

tores U y o

es normal al plano que contiene a los vec-



Expresion analitica del producto vectorial

Supongamos fijado en E? un sistema de referencia métrico S = {0, 1,7, k}. Si
dados dos vectores libres no nulos, de distinta direcci(’)n,7 = (u1,uz,us), v =
(v1,v2,v3), quisiéramos calcular las coordenadas W = ¥ X U = (21,2, x3) =
1317 + o ] + 1'3E

Como los vectores de la base canénica B = {7, ?, ?} tienen médulo 1 y
son perpendiculares entre si:

- = - = = - = =
i x 1 =0; i X j k i X k=—j
N N -3 o
jxj3i=0 Lxgz:}k ixﬁ i
— -
kxk=0 kxi=7j kxj=—1i
Entonces BN N N
7><7 (ur @ +uzj +usk) x (v l+U2j+U3]€):
L = - At — — — — —
zulz X (v i +vej +usk)tusj x(v1 ¢ +vej +uvsk)tusk x(vy @ +
UQJ—H}BE)): — — — — — —
_(Uli)><(Uli)+(uli_>)X(Uij)‘i'(_U)li)X_?)}?)k+U2j)§>(v1i_)>+
(ug j ) x (v23)+ u2j)xv3k+u3kx(v1i)+u3k><(v2j)+u3k Xz k=

+ (urvg — U2v1)

1
Uz U3 | —= us Uy | — uy U |3 J
= 1+ ]+ k= U1 Uz U3
V2 V3 U3 (% U1 V2

v V2 U3
o sea un “determinante” desarrollado por los elementos de la primera fila

- = =
ik

UxV = U1 Uz U3

V1 V2 Vs

Ejemplo
%
El producto vectorial de los vectores @ = (2,0,1) y b =(1,-1,3) se calcula
del siguiente modo:
- 2 P
- i j k
=3 xb=|2 0 1
1 -1 3

Expandiendo el determinante

- = — — - - —
Te@xb=1| é‘_]ﬁ ;’Jrkﬁ _01‘15j2k
Dando como resultado:

e SN
T=1i-5j -2k =(1,-5,-2)



. (. - -
Puede verificarse facilmente que @ x b es ortogonal a los vectores a y b

efectuando el producto escalar y verificando que éste es nulo (condicién de per-
pendicularidad de vectores)

Aplicaciones del producto vectorial

Vector perpendicular a otros dos vectores

Dados dos vectores no nulos & y 7 linealmente independientes, hallaremos un
vector perpendicular comiin usando el productoo vectorial

Base de vectores ortogonales

Dados dos vectores no nulos @ y 7 linealmente independientes, podemos con-
seguir una base de vectores ortogonales B = w , wh , w4 considerando:

wh = U x (U x ¥). Entonces
=B ={U, UxV, Ux(UxT)}

Area de un triangulo

Dado un triangulo ABC, su area viene dada por la expresion:

2
2

Area =

Area de un paralelogramo

Dado un tridngulo ABC D, su area viene dada por la expresion:
drea = 4B x 4C|

Area=dos veces el area del tridngulo

11



Producto mixto de vectores
Definicion

_>
Dados tres vectores libres 7, by < , se llama producto mixto de ellos, en el
orden dado, y se representa por [a, b, ¢] al producto escalar de a por el vector(b x

c); esto es:
@,5,2]=a-(F x2)

Propiedades del producto mixto

1. El producto mixto no varia si se permutan circularmente sus factores.
(@6, F) =7, 3] =2, 7, D]
2. El producto mixto cambia de signo si se trasponen dos de sus factores.
@, 5,2 =-[0,3,7)=-[2,b,d] = —[a,7, V]
3. Propiedad respecto al producto por nimeros reales.
NT, 0,8 =[@,\b, 7] =[d, 0,A2] = \[@, b,
4. Propiedad distributiva respecto de la suma.
ol + a3, %, 2= [al, ¥, 2+ a2, 7,
[a ol 4 83,72) = [@,b1, 2] + [7,1?2,?}
[, b ? +3 (@ ? ? _> Z}

5. El producto mixto de tres vectores es nulo si y soélo si los vectores son
linealmente dependientes (son coplanarios).

@, 5,7 =0e a(b x?)_o@u(?m)@ﬁes

combinacién lineal de b y <

Expresion analitica del producto mixto

%
Si las coordenadas de los vectores @, b y @ son (a1,az2,a3), (b1,b2,b3) y
(c1,¢2, c3), respectivamente, se tendra:

ay az as
%
(@, 0,2 =a b2 s az'bl bs +c3 b ) by b2 b3
Co C3 by C1 C2
ci C2 C3

_>
Es decir el célculo de un determinante formado por las coordenadas de 7, b
y Kl expresion analitica que nos permitira calcular facilmente el producto mixto.

12



Aplicaciones del producto mixto

Volumen de un paralelepipedo

%
Consideramos el paralelepipedo definido por tres vectores 7, by 7 no nulos
y no coplanarios. La férmula del volumen es:

Volumen = Area de la base - Altura = Area(ABCD) - h

Figure 2:

La base es un paralelogramo, por tanto:
¢ -

Area(ABCD) = |b x €|

De aqui tenemos:

Volumen = |? X | -h

Por otro lado, aplicando las definiciones de las razones trigonométricas:

h =la| - sen(90° — @) = h = |a| - cosa

Volumen = |5 x@|-h = | b x @ |-|@|-cosa = [@|| x T |-cosa = |[@, b, ]|

7 7

luego si tengo un paralelepipedo dado por cuatro de los vérticesA, B, C, D

Volumen = Hzﬁ,zﬁaﬁﬂ

Volumen de un tetraedro

Si llamamos S al 4rea de su base y h a su altura, se tendra:

1 11 — 1 —
o también, tomando el volumen en valor absoluto:

V=@ 7.2

13



Si las coordenadas de los vértices del tetraedro son:
A(ay, az,a3), B(by,ba,b3),C(c1,ca,c3)y D(dy,da, ds), tendremos, finalmente:

1 a1 ax a

by —a; by—as bs—as 1| 1 bll b; b:;
V=—lla—-—a c—a c—as ||=< I a1 ¢ c3
dy—a; dy—ay ds—as 1 di do dj
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