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1. Introduccion.

La primitiva de una funcién f(z) es otra funcién F'(z) tal que F'(z) =
f(z). Escribimos esto asi:

F(z) es una primitiva de f si sucede que F'(x) = f(x).

Se llama integral de f(x) al conjunto de todas las primitivas de f(z)y
se representa asi: [ f(x)dz. Se lee “integral de f(x) diferencial de x”

Es claro que si F(z) es primitiva de f(z) también lo es F/(z) + C siendo
CeR

Asi pues, si F(z) es una primitiva de f
/f(m)d:v =F(z)+C

A la funcién f(z) se le llama integrando y F'(x) es, como ya se ha comen-
tado, una primitiva de f(x).

Ejemplo

sen x es una primitiva de cos x ya que (sen x) = cos x. Por lo tanto

/ cos(x)dx = sen(z) + C

2. Propiedades lineales de la integral.

Sean f y g dos funciones y sean o y 8 dos nimeros reales. Entonces se
verifican las siguientes propiedades:

L [((&) + g(e) do = [ f(z)do+ [ g(z) do
2. [af(x)dr=of f(zx)dx

Estas dos propiedades se pueden englobar en una:

[t +sgnds=a [ fw)de 5 [ gla)ds

/(7x—4x4)dx:7/xd$—4/:v4dx
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Ejemplo:



3. Integrales inmediatas.

El proceso de integracion lo podemos interpretar como el proceso inverso
a la derivacion. De esta forma podemos elaborar una tabla de integrales al
igual que se hace una tabla de derivadas.

Se nos presentan los siguientes casos:
3.0.1. Integral de la funcion nula.

Si tenenmos f(xz) = C donde C' € R entonces f'(z) = 0. Por lo tanto
JO0de=C, donde C€R

3.0.2. Integral de una funcién constante.

Si buscamos una funciéon que al derivarla nos de una constante k € R,
observamos que la soluciéon buscada es kx, asi pues:

/kdx:kx+0 VO e R

3.0.3. Tipo potencial.

Haciendo uso de:
f(z)=2"" = f'(2) = (n + 1)z"

obtenemos que:

anrl
"dr = C -1
/x x n—|—1+ n #

Anélogamente, haciendo uso de la regla de la cadena para el caso:
g(x) = (u(@))"™ = ¢'(z) = (n+ 1) (u(z))" v (z)
obtenemos que:

- fn—i—l(x)
 on+1

/ (@) () da LC ongod

Ejemplos:

_ p—1/3+1 g2/

o [(20 4 1)(2? + x4 1)0de = EHHUT 0



4 3 2 4 3
. /(2[E3—$2+4$—2)d1‘:2%—%+4%—2I+O:%—%+2$2—21‘+C
/—dx:?)/ 2dx—3—1—|—0———+0

3.0.4. Tipo logarimico.

Como sabemos, la derivada de la funcién logaritmo es 1/x. De aqui se

deduce que:

dx
’ = Inlz| +C

Y como antes, usando la regla de la cadena, obtenemos su expresién para la
forma compuesta:
1)

=In|f(z)|+C

Ejemplos:
v [tg(x)de = [ 222dr = Ln|senz| + C;

CcCoSxT

sen(2x) — f 2sen(x)cosx Ln(l 4 8677,227) 4 C

1+sen21‘ “1+senz

972 _ 1
. /xTMd:v:2/xdaz—/1d:):+3/;dx:x2—$+3ln9§+0

3.0.5. Tipo exponencial.

Como la derivada de e* es ella misma, tenemos que:

/exdx:em—l—c

Anélogamente, para la derivada de la funcién exponencial compuesta tenemos
que:

/ /@ (2) dp = /@ 4 C

Para el caso en que f(x) = a”, tenemos que f'(z) = lnaa”® por lo que

llegamos a que:
/ a®dy = 2 +C
Ina

Algo similar se obtiene para el caso compuesto:

f(@)
/af(:”)f/(x) de = “— +C

Ina

Ejemplos:
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. fxexzdx:fgxemgdx: %f2xez2d:c: S +C
n [en@cos(z) dr = e + C

3.0.6. Tipo coseno y tipo seno.

Haciendo uso de la derivada, tanto del seno como del coseno, razonando
como en los casos anteriores se tiene sin ningun tipo de dificultad que:

/ sen(z) dz = —cos(z) + C

/cos(aj) dx = sen(z) + C

Y para la forma compuesta:

/ sen(f(2))f () dx = —cos(f(x)) + C

[ costr@)s(a) da = sen(r(a)) + €
Ejemplos:
- f cos(lnaz)dz

T

» [cos(nz)dx

3.0.7. Tipo tangente.

Como sabemos:

F(z) = tg(x) = f'(x) = sec’s =

- =1 + tg’x
cos’x

Por lo tanto:
/3602(95) de =tg(z)+ C
Y puesto que por aplicaciéon directa de la regla de la cadena obtenemos que:

h(z) =tg(f(x)) = I(z) = sec*(f(2)) f'(x)

es inmediata que la deduccién del tipo tangente compuesto:

/ sec?(f(2) () di = tg(f(x)) + C

/th(x) dx; /sec"‘x dx

Ejemplos:



3.0.8. Tipo cotangente.

Razonando analogamente a como lo hicimos en el caso anterior, usando
la derivada de la cotangente, llegamos a:

1
2 — —
/cosec (x)dx = / sen%dm = —cotg(x)+ C

Y para el caso compuesto:

/cosecz(f(x))f'(x) dx = —cotg(f(x)) +C

Ejemplos:
/003602(2690)6‘” dx; /00360495 dx

3.0.9. Tipo arcoseno (=-arcocoseno).

Basédndonos en la expresién de la derivada de la funcién arcoseno tenemos
que:

1
/ ﬁcm = arcsen(z) + C

Y para la forma compuesta:

file) arcsen(f(x)) + C

V1+ f3(x)

Ejemplos:

er 1
—dur; —_—dx
/ V1 —4e?> / V1 — In2x

3.0.10. Tipo arcotangente (=-arcocotangente).

La forma simple y la compuesta se deduce, al igual que todos los casos
anteriores de la expresion de la derivada de esta funcion. Por lo tanto tenemos
que:

14 22

Y la forma compuesta sera:

fle)
de =arctg(f(z))+C

/ ! dx = arctg(z) + C



Nota:
Un caso muy frecuente es encontrarnos con la integral:

1
/a2+x2dx

que es un caso particular del tipo arcotangente, pero que no es mala idea
recordarla pues es muy frecuente toparse con ella en muchos problemas. Su
resolucion es casi inmediata:

/ﬁdzx :/%dx = %/%dz = éarctg(g)

Y de la misma manera se concluye que:
f'(z) 1 f ()
I e = Zaretg [ 222
21 2(2) x aarc g .

Ejemplos:
T . 1
o [ mdryy [ emde

[l [ ade

4. Método de integracién por cambio de va-
riable.

Ante integrales cuya resolucién no se puede realizar como inmediata, ni
racional, ni encaja con los modelos de integracién por partes, se recurre al
método de sustitucion o cambio de variable, el cual es uno de los métodos
de integracion mas amplios.

4.1. Métodos
Método 1

Consiste en encontrar una funcién x = g(t), donde dx = ¢'(t)dt, que
al sustituirla por x bajo el signo integral, convierta la integral en otra mas
sencilla (en la nueva variable ¢), normalmente en una inmediata o racional.
Finalmente, una vez realizada la integral en la variable ¢, hay que deshacer
el cambio y volver a la variable x.



Método 2

Consiste en hacer el cambio t = u(z), donde dt = v'(x)dx, y se despeja
x y dx sustituyéndolos en el integrando. Para terminar el proceso se halla la
integral en la variable ¢ y se deshace el cambio.

Nota: Si la integral que obtenemos al hacer estos cambios es més com-
plicada de resover que la inicial, obviamente el cambio elegido no es el mas
apropiado y buscaremos otro cambio més adecuado.

Ejemplo.

[x(2*+ 1" dz
Llamamos t a la expresién que se encuentre entre paréntesis: ¢t = z2 + 1.

Encontramos su derivada: &~ = 2z
Despejamos dx: dx = 2d—t
T

Realizamos las sustituciones en la integral dada y simplificamos los térmi-
nos semejantes.

dt tdt 1
/x(:vQ—i—l)lOd:E:/xtm%:/ 5 :—/tlodt

Encontramos la dltima integral: [z (2 + 1) dr = 1 % +C
sustituimos nuevamente ¢ por equivalente:

[ a2+ 1) de = (=2+1) +C

(\]

Ejemplo.

[ 322/ (523 + 4)°da

Sabemos la integral la podemos expresar como: [ 3z* (5a® + 4)g dx
Llamamos t a la expresién que se encuentre entre paréntesis: ¢t = 53 + 4
Encontramos su derivada: 3—; = 1522 ; Despejamos dx: dx = 1;;2
Realizamos las sustituciones en la integral dada y simplificamos los térmi-

nos semejantes.
dt t5dt 1 [ s
dx = [ 3223 :/ :—/tdt
X / MR 5 5/ "

/ 32% (5a° + 4)

Encontramos la dltima integral: [ 322{/(523 4 4)°dx = %t% +C

wlon

sustituimos nuevamente ¢t por equivalente:

322/ (52 + 4)°dx = & (52° +4)% + C



Ejemplo.

32
435 dx
Llamamos ¢t a la expresion que se encuentre en el denominador:
t=42% -5
Encontramos su derivada: % = 1222
: . _ _dt
Despgamos dx: d}f = 122 . . . .
Realizamos las sustituciones en la integral dada y simplificamos los térmi-

nos semejantes.
/3x2 dt _/dt_l dt
t 1222 ) 4t 4 ) ¢

Encontramos la tltima integral: [ ;55— 5dx = 1Lnlt| + C

Sustituimos nuevamente ¢ por equivalente:
2
—dr = ;Ln|42® — 5|+ C

Ejemplo:

f e3x+1 dx

Llamamos ¢ a la expresién que se encuentre como exponente de e.:
=3z +1

Encontramos su derivada: 3—; =3;

Despejamos dx: dz = &

Luego' fe?)l‘-i-ldx fetdt %f@tdt +C 1 31-+1 +C
Ejemplo:
f43ac+5dx

Llamamos ¢ a la expresién que se encuentre como exponente de 4.:
t=3x+5

Encontramos su derivada: g—f{ = 3; Despejamos dx: dx = %

Luego:

a1 1 4t 1
43$+5d — /4t /4tdt - 43w+5
/ X 373 stma T ¢ T 3pat ¢



Ejemplo:
[ sen (5z — 3) dx

Llamamos ¢ a la expresion que se encuentre como angulo de la funcién
t=5r — 3.
Encontramos su derivada: 3—; = 5; Despejamos dx:
dx = &

5
Luego:
[ sen (5z —3)dx = [sent ¢ =1 [sent dt = 1 (—cost) + C

= Ztcos (b —3) + C

Ejemplo
32
Tos 50X 5 _
Llamamos ¢ a la expresién que se encuentre en el denominador: t = 423 — 5.
Encontramos su derivada: j—f( = 1222
Despejamos dx: dx = 1;%
Realizamos las sustituciones en la integral dada y simplificamos los términos
semejantes.
3z dt [dt 1 [dt
t 1222 ) 4 4 ) ¢t
s . 2,2
Encontramos la dltima integral: [ ;2—dx = }an|t\2+ C
o : .3 _ 1 3
Sustituimos nuevamente ¢ por equivalente: | “¥—=dx = jLn[42” — 5[+ C
Ejemplo
dx
" f V5—9x2

Para resolver la integral, se trata de llevar el polinomio que esta dentro del radical
a una expresién de la forma a? — 2, para vemos que :

5—922 =5—3%% =5 — (3x)°

es decir, la integral nos queda:

/\/%:/\/%

ahora haciendo : ¢t = 3z se tiene que dt = 3dx y al hacer la sustitucién :



e e

que tiene la forma de la integral [ \/adz—tﬁ = arcSen () + C cona? =5,
luego la integral da como resultado:

f \/5(i>;x2 = f \/5§}({3x)2 = %f \/%
= %ArcSen (i) +C = %AI‘CSGD (f}—%) +C

Ejemplo

. / 23 cos 2t dx
Observamos que, salvo constante, en el integrando aparece la derivada
de z*
(xt) =423
Por tanto parece razonable hacer el cambio de variable ¢t = 2%, con lo
que dt = 423 dx

1 1 1
2eosxtdr == [ cos z* -Axddr == costdt = —sent+ C

1 1
Deshaciendo el cambio: 1 sent+ C = 757 z* 4+ C. Concluimos que:

1
/x3003x4 dr = Zsenx‘l—i—C’

Podemos “jugar” con las constantes, ya que haciendo uso de la segunda
propiedad de las integrales podemos extraer e introducir constantes
bajo el signo integral.

. /86:1/%/5 dz

1
Hacemos el cambio: ¢t = /x , con lo que dt = —=dx = 2dt =

da
2\ Ve

d
/Se"ﬁdx: sen 2% — [sent-2dt =2 (~cost) + € = ~2cos Vi +.C
xr
~—~

VT ~—
t

2dt

10



z dx

' V14 a2

dt
Hacemos el cambio: t = 1+ 2> = dt =2xdr = 5} = xdx

1

x dx dt
/\/1+a:2 2/t ’

Nota:Hacerla usando el cambio de variable t2 = 1 + 22

2. [tgxdx

senx

Hay que darse cuenta que tgz = y que (cosx) = —senx
cosx

Hacemos entonces el cambio: t = cosx = dt = —senxdx

sen x dx —dt
/tgxd:t:/—: — = —Int+C = —In(cosz) + C
coOS ¥ t

5. Meétodo de integracién por partes.

El método de integracion por partes se basa en la regla de derivaciéon de
un producto de funciones. A partir de esta regla trataremos de buscar un
método eficaz para resolver integrales de productos de funciones.

Sea u y v dos funciones derivables. La derivada del producto uv viene
dada por la féormula:

d(uv) =udv +vdu

si integramos en ambos miembros se obtiene:

uv:/udv+/vdu

y despejando [ wdv se obtiene:

/udv:uv—/vdu

Para no olvidar esta férmula es muy conocida la siguiente regla mnemotécni-
ca: “Un dia vi un valiente soldado vestido de de uniforme.”

A la hora de aplicar la formula tenemos que elegir quién serd u y quién
sera dv. Para ello se suele escoger como u aquella funcién facil de derivar y
como dv la expresion facil de integrar.

11



Ante la duda de eleccién, elegir una acertadamente requiere algo de practi-
ca que se adquiere con los ejercicios. De todos modos, si al hacer una eleccion
llegamos a una integral mas dificil que la de partida se recomienda tomar otro
camino.

A veces conviene aplicar dos veces la integracion por partes. Puede darse
el caso que obtengamos una integral similar a la de partida, para lo cual
bastard despejar la integral y estard resuelto el problema.

Ejemplos:

» [zcos(x)dx

Tomemos las partes del método
u=1x=du=ldr

dv = coszdr = v = [ coszdr = senx
Entonces

[ zcos(x) de = xsenz — [ senzdr = x sen x — (—cos x) + C

v [2?sen(x) dx
Tomemos las partes del método
u=12?= du = 2xdx
dv = senzdr = v = [ sen xdx = cos x

Entonces

fIQSGTL(I) dr = 2%cos x — f 2xcos x dx (Esta integral estd resuelta en el
ejemplo anterior)

2

= x°cosx — 2 f rcosxdr = 12

cosx — 2(xsenx + cosz) + C

n [ 2%e"dx

du = 2zdx
2 __
u=z’}dv=e dXv:fe’CdX:e’”

I = 22" — f2xexdx ;
I, = /2xe”dx
Hacemos nuevamente
u=2x { du = 2dx
dv = e*dx v=[e"dx=¢e"

12



I; = 2xe” — /Qeg”dx = 2xe” — 2¢"

Y volviendo nuevamente a la expresion (*) obtenemos el resultado final: 1 =
r?e” + 2ze” — 2e°

» [ 2%cos3xdx

du = 2xdx

_ 2 _
u=a}pdv= cosSxde = [ cos3xdx = £ [ 3cos3xdx = gsen3z

_ 1.2 _r2
I = 3x*sen3x i Zrsen3xdx.

Aplicamos nuevamente el método de integracién por partes:

2 1 1
du = —duz; V:/sen3xdx = —/3sen3xdx = ——cos3zr
3 3 3
é%xsenBde = —%xcosSﬁ—{—f %cos?)xdx = —%$COS3£B—|—2% f3cos3xdx :—3330053:17—!—
2—7$en3x
1 2 2
I = gxzsen?)x + 533003395 — 2—756713:1: +C

6. Integrales racionales.

/

donde P(x) y Q(zx) son dos polinomios de coeficientes reales y exponentes
naturales. El proceso general para su resolucién es el siguiente:

Son integrales de la forma:

x)

P(
o™

1. Se comprueba primeramente que no es inmediata del tipo logaritmo
mas arcotangente.

2. Se comprueba que el grado de P(x) no sea mayor que el de Q(z). Si
lo fuera bastaria con efectuar la divisién de los polinomios P(x) entre
Q(x) y nos quedaria una expresion del tipo:

P(z) = R(z) + Q1 (2)Q(x)

13



y si dividimos la expresién anterior por Q(z) e integramos obtenemos:

P(x) / R(x) /
——dr = | —=dx+ | Qi(v)dx
ae%=/ ow )
donde en la primera integral el grado del numerador es inferior al del
denominador, y la segunda integral es inmediata (del tipo potencial).

Una vez superado este paso podemos suponer que el denominador es
de grado superior al numerador.

. Se calculan las raices o ceros del denominador, y nos enfrentamos a los
siguientes casos:

a) Los ceros del denominador son reales y simples.
En este caso los pasos a seguir son los siguientes:

Primeramente se efectia la descomposicion de P(z)/Q(x) en fac-
tores simples. Una vez obtenida esta descomposicién observemos
que la integral de partida se ha transformado en una suma de
integrales inmediatas del tipo logaritmo:

/gg;dx:/xfaod%L/xiBaldH...

donde ag, ay, ... son los ceros reales y simples de Q(x)

b) Los ceros del denominador son reales y miultiples.

Los pasos a seguir son similares al caso anterior salvo que la des-
composicién en este caso es:

Si ag es un cero simple, a; es un cero de multiplicidad 3, entonces
tenemos:

Jae = [ | e | e

Y llegado a este extremo se tiene que las integrales a las que hemos
llegado son inmediatas del tipo logaritmo y del tipo potencial.

c) El denominador tiene una raiz imaginaria simple.

Primeramente vamos a tratar este caso de forma muy particular;
buscamos resolver una integral del tipo:

Mx+ N

—————dx
2?2 + Bx +

14



donde el denominador tiene una raiz compleja simple. Es decir,
nos enfrentamos a un caso en que el denominador es un polinomio
de grado 2 irreducible. Como el denominador es de la forma aax? +
Bx+~ de manera que a+bi es su raiz entonces lo podemos expresar
de la siguiente forma:

2?4+ Br+vy=(xr—a)P+V

Por lo tanto, lo que intentamos resolver es una expresién del tipo:

/ Mx+ N J
(x —a)? +b? v

Pasemos, pues, al cdlculo de dicha integral:

/de_/Ld%L/de
(x—a)2+02 " ) (z—a)2+b? (x —a)?+0?

Resolvamos las integrales siguiendo un orden. La primera de las
dos integrales resultantes la descomponemos de la siguiente forma:

M M 2x — 2a + 2a
M ————dx
/x—a +b2 /x—a +b2 / (x —a)?+ b2

Por lo tanto, esta primera integral la hemos transformado en otras

dos:
M T — 2a
dx 1
/x—a 24+ 02 (1)

M 2a
7/ (x—a)z—i-dex 2)

No olvidemos que (1) y (2) componen la primera integral y tam-
bién tenemos que resolver la segunda, que era:

dx
Wi ?

Procedamos con los céalculos:

M x — 2a M
de = —1 —a)? +p?
/x_a e = S (e = af +

15



Por otra parte, sacando fuera 2a de la integral (2) y suméndola
con la integral (3), obtenemos:

dz dz dx

(dividiendo numerador y denominador por %)

1

= (Ma+ n)/ —(x_ai’j dx =
el 11

(que es una integral inmediata del tipo arco-tangente)

Ma+ N z (Ma+ N) r—a
= dr = t
5 /(%QQ+1$ 2 arctg( 7 )

Por lo tanto, la integral que en principio buscabamos resolver re-
sultara de sumar los resultados obtenidos al calcular (1) y (2)+(3),
con lo que obtenemos:

Mx+ N Ma+ N r—a, M
T _dr=—arct +— In|(z—a)*+b?*|+C
/(x—a)2+b2 b ( b ) 2 n|(z=a) |
A este tipo de integrales comunmente se las denomina del tipo
arco — tangente mas logaritmo.

d) Los ceros del denominador son reales (miiltiples o no) y
complejos de multiplicidad 1.

Para ver este caso con mas claridad supongamos que nuestro de-
nominador tiene una raiz real simple que denotaremos por ¢y una
imaginaria simple o de multiplicidad 1 que denotaremos por a+b.
Entonces la descomposicién en fracciones es la siguiente:

[ o0 [ Ao [ M

La primera integral que aparece es inmediata del tipo logaritmo
y la segunda es del tipo arco-tangente mas logaritmo que hemos
tratado justamente en el caso anterior.

Ejemplos:

16



. f 2z+41 dX

72—52+6
Como no puede obtenerse en el numerador la derivada del denominador,
utilizaremos el método de descomposicion en fracciones simples, ya que
el denominador tiene raices reales.

btyvBH 2 5+£1 O

2
-5 6=0=2x=
x xr + x 5 5 ,

Como los numeradores son iguales los denominadores también lo seran:

2v+1=A(x —2) + B(x — 3)
Parax =3, 7=A; Parax=2, 5=—-DB
(A x se le han dado los valores de las raices del denominador.).
Ahora procedemos de la siguiente manera:

[= [ -2t dX:fx_zng+f$_—_52dx:7L[x—3]—5L[93—2]

z2—52+6

o [ = [ 23 dx

2449

La descomponemos en dos integrales. En la primera podemos buscar en
el numerador la derivada del denominador y en la segunda buscamos el arco
tangente

I:fde—f%_ngdlel—Flg

I = [ iggdx = 3 x22f49dx = L(z* +49)

3
_ 3 _ 39 _ 3 1
I = f z2+49dx f %+ dx 49 f H_(%)?dx
Haciendo el cambio /7 = t resulta x = 7t y por tanto dz = 7dt por lo
que
I =3 [ 7w 7dt = & [ zdt = Zarctgt = Zarctgl

19
19

1 49 J 1442 7
uego
9 3 x
I = L(z" +49) + —arctg=
7 7
" fxffizvlJerx’
" fm31+1dx
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