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MATEMATICAS : Bachillerato II

(Geometria

Ejercicios resueltos

by Sera



1. Calcular los vectores de longitud uno ortogonales a los vectores
(2,-2,3),(3,-3,2).

Solucién:

Se llamamos @ = (a, b, ¢) a un vector perpendicular a los dos a la vez, debe
suceder que
i-(2,-2,3)=0

y
@ ((3,-3,2) =0

| 2 —2b+3c=0

Ue8O 5, _3b4+2c=0"

De donde 6a—6b+9¢c=0

6a —6b+4c=0 "

Por lo que c=0y a =10, asi que la solucion es

L _ @ a (L1

= w7 Y
’ ﬁ_(;a;ao)_(_i _1 0)

W22 Va2 VR VR

2. Encontrar las ecuaciones implicitas y la ecuacién general del
plano que contiene a la recta r : (x,y,2) = (—1,2,0) + ¢(1,—1,3)
y al punto Q(2,1,5).

Solucién :

Como el punto @ no pertenece a la recta, el plano quedara determinado
por un punto, por ejemplo Q(2,1,5) o un punto P(—1,2,0) de la recta,
un vector director de la recta ¥ =(1, —1, 3) que sera paralelo al plano y
el vector I@ =(3,-1,5).

r=-14+1t+3s
Las ecuaciones paramétricas del plano seran:{ y=2—t—s

z=0+3t+ 5t
z+1 y—2 =z
La ec. implicita sera: 1 -1 3 |=0=-2x+4+4y+22—10=0
3 -1 5

o si simplificamos:
—x+2y+2-5=0



3. Halla un plano paralelo a 7 : 2z —y+ 32 —1 =0 y que pase por el
punto P(5,0,1)

Solucion:

Si buscamos otro plano n’ de modo que 7//7’ , los vectores normales
también seran paralelos y podemos usar el mismo: i, = (2 ,—1, 3) =
luego T 2 —y+3z+D =0.

Para hallar D utilizaremos que P& T=25-0+34+D=0=>D= —13,
y el plano buscado es

72 —y+32—-13=0

r=1+3t+s
4. Estudiar la posicion relativa de los planos 7 : y= -2t y
z = t—s
mix+2y+2+3=0
Solucioén:
r—1 y z
Calculamos la ec. general de 71:| 3 -2 1 |=2zx+4y+22—-2=0.
1 0o -1

Las ecuaciones de los dos planos en implicitas son:

20 +4y+22—-2=0
z+2y+24+3=0

2 4 2

-2
17271773

= los planos son paralelos y distintos.

5. Estudiar la posicion relativa de los planos segin los valores del
mx+y+z=1
parametro m: { x4+ my+z=m
T+ y+mz= m?

Solucién:

m 1 1 m 1 1 1
M=|1 m 1|;M*=1 m 1 m]|;

1 1 m 1 1 m m?

m 1 1 m=1
M =1 m 1|=m3-3m+2=0= B

m= —2
1 1 m

= Sim#1ym# -2, rango(M) = rango(M*) = 3= los tres planos
se cortan en un punto

11 1 1111
s Sim=1,M=|11 1|; =1 1 1 1},
11 1 111 1



o rango(M) = rango(Mx*) =1 = los tres planos coinciden.

= Sim=-2;

2 11\ L,
e M=|1 -2 1], # 0= rango(M) = 2
1 =2
1 1 -2
-2 1 1 1 -2 1 1
oM =1 —2 1 —2|, |1 -2 —2/+#0
1 1 -2 4 1 1 4

=rango(M*) =3

Rango(M) = 2#rango(M)* = 3= los tres planos no tienen ningin punto
en comun.

-2 1
1 _2 # 07

a dos en una recta.

Como }

-2 1
e

_12‘ = 0, los planos se cortan dos

. Estudiar la posicién relativa de la recta y el plano siguientes:

poz=l _ytl _ 2
1T T2 T
{7r:a:+y321

Solucién:
Las ecuaciones implicitas de la recta r : C”Il = % = § son: 7T :
2v—y=3 20—y =3
{ ~ 7y el sistema queda de la siguiente forma r—z=1
r—z=1
r+y—3z=1
2 -1 0 2 =1 0
ComorangoM =rango [1 0 —1|=2y rango(M*)=rango|1 0 -1
1 1 -3 1 1 -3

3= el sistema es incompatible = la recta y el plano son paralelos.



7. Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(1,1,-3) y

10.

es perpendicular al plano: z — 2y + 2z —2 = 0.
Solucioén:

Un vector director de la recta serd paralelo al vector normal del plano:
i = (1, =2, 1) por lo tanto la ecuacién de la recta sera:

r—1 y—1 2z+3

1 -2 1

Hallar la ecuacién del plano 7 que contiene al punto A(0,—2,1) y

es perpendicular a la recta r: %‘1 = %"1 = ZI2

Solucion:

El vector normal del plano seré paralelo al vector director de la recta, por
lo tanto podemos tomar como vector normal 7 = (2,3,1)= 7 : 2z + 3y +
z+ D =0y como el punto A(0,—2,1) pertenece al plano:

—6+14+D=0=D=5

Luegom:2x4+3y+2+5=0

Halla la ecuaciéon del plano que pasa por los puntos A(2,1,0) y
B(0,1,3) y es perpendicular al plano 22 —y+2z—-4=0

Soluciéon:

N
El plano buscado es paralelo a los vectores AB = (=2, 0, 3) y 7= (2,
—1, 1), vector normal del plano dado. Por lo tanto quedara determinado

. r=2—2t+2s
por A, AB y ¥ y su ecuacion sera: { y =1 -5 =
z= 3t+s
-2 2 x-2
0 -1 y—1]=0=3x+8y+2z2—14=0
3 1 z

Halla la ecuacién implicita del plano que es perpendicular al

. _ : Lz _ y=3 _ 2-4
plano 7: 5z —y+4z=2 y contiene la recta r: £ = L= = 2= .

Solucién:
Como el plano a que buscamos es perpendicular al plano 7, el vector

normal de 7, i = (5, —1, 4) sera paralelo al plano a. Como el plano «
contiene a la recta r, su vector director = (3, —2, 1) sera paralelo a «,



11.

12.

y por lo tanto podemos tomar como vector caracteristico de o« al vector

-

) R R
n =vARn=|3 -2 1|=(-7, =7, 7) oalvector (—1, —1, 1).
5 -1 4

El plano o : —z — y + 2 + D = 0 contiene a la recta r y por lo tanto a
todos sus puntos, entre ellos esta (0,3,4) = -3 +4+D=0=D = —
1 = el plano buscado tiene de ecuacion:

—zrz—y+z2z—1=0
Halla el punto simétrico de P(—1,2,5) respecto del plano z + 2y +
z=2
Solucién:

Se halla la recta r que pasa por el punto P y es perpendicular al plano

Un vector caracteristico o normal al plano sera (1,2,1), el cual tendra
la misma direccién que los vectores directores de la recta r, por lo tanto
podemos coger como vector director de r a (1, 2, 1).

r=—-1+1
La recta r que pasa por P y es perpendicular al plano sera: { y =2+ 2t
z=5+1
r=—-14+1
Se calcula el punto M de interseccion de r: ¢ y =242t y del plano
z=5+1

r+2y+2z=2:

(—148) + 2242 + (5+1) = 2=t = —1 = M(—2,0,4)

Si P'(x, v, z) es el punto simétrico de P(—1,2,5) respecto del plano,
M(—2,0,4) sera el punto medio del segmento PP ".

Hallamos x, y, z

_15”” =-2 = r=-3
14 =0 = y=-2;.Elpunto buscado P es: P’(—3,-2,3)
4 = 2z=3

o2

+y
2

Halla el punto simétrico de P(1,2,3) respecto de la recta z =y =
z+5
2.

Solucién:

Sea Qel simétrico de P respecto de la recta r.

Hallaremos el plano 7 que contiene a P y es perpendicular a r. El vector
caracteristico de 7 es paralelo a la recta, por lo tanto podemos tomar
= (1, 1, 3) y la ecuacion del plano es de la forma z +y + 32+ D = 0,
como contiene al punto P(1,2,3)=14+24+9+4+ D = 0=D = —12= 7 :
r+y+3z—12=0.

Obtenemos el punto M interseccion de 7 y r (r en paramétricas)



13.

14.

r=1

T y:t B B _ B B o
s — 513t t+3(=5+3t) —12=0=11t - 27T = 0=t =
mir+y+3z—12=0
_27 _27 — 54 27_26
twdT T 1111
27 27 26
Por lo tanto, es M (21, 21 29)

Si Q(a,b,c) es el simétrico de P respecto de r, M es el punto medio del
segmento PQ), luego:

l+a _ 27 — 43, 2+4b _ 27 — 32, 34c _ 26 — 19

S i Ve i Sl Al s Tl R s Sl el v
. 43 32 19

Por lo tanto el punto simétrico de P respecto de res Q (ﬁ, 9 ﬁ)

Hallar la proyeccién ortogonal del punto P(1,0,4) sobre el plano:
2 —y+2+4+2=0

Solucién: Para hallar @Q(proyeccion ortogonal de P sobre el plano )
primero hallaremos la ecuacién de la recta r perpendicular al plano
que pasa por P y después obtendremos (Qcomo punto de corte de
dicha recta r con el plano .

Los vectores directores de la recta que pasa por el punto P(1, 0, 4) y
es perpendicular al plano tendran la misma direccién que los vectores
normales del plano. Por lo tanto podemos tomar como vector director de
r=1+2¢
la recta: ¥ =(2, —1, 1) y su ecuacion sera: r : y=—t
z=4+t
El punto de interseccién de y 7 es:

20142t = () + A+ 1) +2=0=2+ 4+t +4+1+2 =0t = —

Luego el punto Qtiene de coordenadas () (f%, %, %)

Hallar la ecuaciéon de la proyeccion de la recta r = Lzl =

sobre el plano 7 de ecuacién: = + 2y — z+4 = 0.

wln

z
2

Solucién: La proyeccion de la recta r sobre 7 se obtiene calculando la
proyeccién ortogonal de dos puntos de r sobre el plano.

Como r y 7 se cortan en un punto M, uno de los puntos puede ser M.

T =2 mix+2y—z+4=0
riqy=1+t A= (1,2, —1)
z=3t ST

Interseccion de r y m: 2t +2(1 +1¢) — 3t +4 = 0=M(—12, -5, —18)

Un punto de r es P(0,1,0). Vamos a hallar su proyeccion sobre 7, para

=1
elle calculamos la recta perpendicular a m que pasa por P: ¢ y =1+ 2t.
z=1

El punto P~ proyeccién de Psobre el plano sera la interseccion de esta
recta con T:



15.

16.

24+2(14+2t)+t+4=0=t=—-1= P’ (-1,-1,1).

M(-12, =5, —18)
La recta buscada es la que pasa por P "y M y su ecuacién serd: ——
MP = (11, 4, 19)

z+12 _ y+5 _ 2418
11— 4 T 19

Dados el punto A(0, 1, —3) y la recta r determinada por los
puntos B(0, 0, 1) y C(2,—1, 3), se pide:

a) Ecuacion de la recta r.

b) Ecuacién general del plano determinado por A y r.

¢) Halla la proyeccion ortogonal del punto A sobre la recta r.
Solucién:

La recta r determinada por los puntos B(0, 0, 1) y C(2,—1, 3): es la deter-
minada por un punto , por ejemplo, B(0, 0, 1) y es paralela al vector B
=2t
= (2, —1, 2) y por lo tanto sus ecuaciones paramétricas son: y=—t
z=1+2¢
El plano buscado seré el determinado por los puntos A, B y C. En vector
caracteristico o normal del plano sera perpendicular a los vectores BA=

ik
(0,1, —4) y BC= (2, —1, 2) y por lo tanto i= BAxBC= [0 1 —4|=
2 -1 2

-2 —8j — 2k,= —x — 8y — 2z + D = 0 y como, por ejemplo, el punto
B(0, 0, 1) pertenece al plano —2+ D = 0=D = 2 y la ecuacién implicita
del plano es: —2x — 8y — 2z +2 = 0 o si simplificamos x + 4y +z — 1 =10

Hallamos el plano que pasa por A y es perpendicular a r. La interseccion
de dicho plano con la recta r nos daré la proyeccién de A sobre r

El vector normal del plano seré paralelo al vector director de la recta, por
lo tanto podemos tomar como vector normal @ = (2, —1, 2) = 2x —y +
2z + D = 0y como el punto A(0, 1, —3) pertenece al plano:

—1-6+D=0=D=T7T=r:22—y+224+7=0

Obtenemos el punto P proyeccion de A sobre r como intersecciéon de r con
m

T =2t
y=—t 20 —y+2247=0 2(2t)— (—t)+2(1+2t)+7=0=
z=142t

9t 4+ 9 =0=t=—1 y por lo tanto el punto es (—2,1,—1)

Hallar la ecuacién del plano paralelo a la recta r: 55— = 3 =
y que contiene a la recta s: (1 — X\ 2\, 1).

Solucion:



17.

18.

La ecuacion en forma continua de la recta r es % == Z:11 y un

vector paralelo a la recta ¢ = (0, 2, —1). La ecuaciones paramétricas
r=1-—A

de la recta s son y =2A , un punto de ella es A(1,0,1) y un vector

z=1

director
@ =(—1, 2, 0).

Los vectores directores de las rectas seran paralelos al plano y un punto
del plano es A. El plano queda determinado por A(1, 0, 1), ¥ = (0, 2, —1)

r=1-—s
y @ =(—1, 2, 0) y sus ecuaciones paramétricas seran: < y = 2t + 2s.
z=1—1t

Otra forma: el vector normal del plano sera perpendicular a ¥ y W/ =
=7 x W= (2, 1, 2) = la ecuacion general o implicita del plano es
de la forma 2x + y + 22+ D = 0 y como A(1,0,1) pertenece al plano
242+ D=0=D=—4 = laecuaciéon del planoes 2z +y+22—-4 =0

Dada la recta r: %4 =L = 2=l ylos puntos A(1, 1, 2) y B(-1,
3, 0), se pide:
a) La ecuacion en forma continua de la recta s paralela a r que
pasa por el punto medio de AB.

b) Halla el punto de r cuya distancia a A sea minima.
Solucién:

Punto medio del segmento AB: M (0, 2, 1). El vector director @ de la
recta s paralela a r tendra la misma direccion que el de r: 7= (2, —2, —1),
por lo tanto podemos tomar w= 7.

La ecuacion en forma continua de la recta s paralela a r que pasa por el

punto medio de AB sera: £ = =2 = 2=1

2 -2 -1 -
=442t

Las ecuaciones paramétricas de r son: y = —2t y un punto cualquiera
z=1-2t

de r seréa de la forma: P (4+2t, —2t, 1—2t) .

El punto P de r cuya distancia a A sea minima estara en la recta per-
pendicular a r que pasa por A = ﬁ seré perpendicular a r = AP sera
perpendicular a ¥ = AP -7 =0. AP— (2t + 3, —2t —1, —t —1)

AP T=dt 16+ 41241 +1=9(+9=0=t= 1= P(2, 2,2)

Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(-2, 1, 0)

=2
y corta perpendicularmente a larectar:{ y=t
z=1

Solucién: Hallamos el plano m que pasa por P y es perpendicular a 7:
El vector caracteristico del plano sera paralelo al vector director de
r por lo tanto podemos tomar 7 =7 = (2, 1, 1) = 2x +y + z +



19.

20.

D = 0, como pasa por el punto P(-2,1,0) = -4+ 1+ D =0 =
D=3=nmn:2z4+y+2+3=0

T =2t
Hallamos M, punto de intersecciéon de 7 y r. . i =

T 2x—|—y+z—|—3=0

A+t+t+3=0= t=73 = M(-1, -
La recta buscada es la que pasa por P(—2, 1,0) ( 1, f%, f%)
=

x+2 y—1 =z
1 —1/2  —1/2

Determinar la ecuacion de la recta que pasa por el origen de
coordenadas y es perpendicular a las rectas de ecuaciones. r :

=4+ 4t
“"7*6:%79:,2—3 y s:{y=—-1—¢

z=1+1
Soluciéon:

La recta estd determinada por el origen de coordenadas O(0, 0, 0) y un
vector director @ que sea perpendicular a @ = (2, 3, 1) y o = (4, —1, 1),
vectores directores de las rectas r ys. = @ =7z @ =( 4, 2, —14). Por lo
tanto la ecuacion sera: § = § = 5.

Determina el valor de “a” para que la recta r de ecuaciones:
{x +2y+3=0

y+2:=5 %@ paralela al plano de ecuacién: x + 2y —2az

Solucion: Un vector caracteristico o normal del plano es: 77 = (1, 2, —2a).

El vector ¥'lo podemos obtener poniendo r en paramétricas: * Z—?—yQ—Z"_ i? 0
= y=506—-2z,z = -3-2y=-3-10+4z = -13 + 4z =
r=-13+4t
y=5—-2t v=(4, =2, 1).
z=1

La condiciéon de paralelismo de r y 7 es que 71 y ¥ sean ortogonales:
v-n=0,v-1=4—4—2a=0=a=0.

10



21. Dadas las rectas rq: {Qx +tdy—dz=—l ra: {3x ty—3z=2

T—2y+z=3 r+y+z=1

a) Probar que se cortan

b) Dar la ecuacion del plano que contiene a ambas rectas.

Solucion:
A
2043y —4z = -1 2 3 -4 -1 1 -2 1 3
a) T—2y+z=3 1 -2 1 |3 N 2 3 —4|—1
3r+y—32=2 3 1 -3 2 3 1 -3'2
r+y+z=1 1 1 1 1 1 1 1 1
—_———
A
1 -2 1 3 1 -2 1 3 1 -2 1 3
0o 7 —6|—7 N 0o 7 —6|—7 N 0 7 —6‘—7 N
o 7 —-6'-7 0 O 0'0 0 0 18'7
0 3 0o -2 0 0 18 7 0 O 0 0

Rango A = rango A" = 3 = ntmero de incognitas (sistema compatible
determinado) = las dos rectas se cortan en un punto que es la solucion
—2 23 —2 7 )

del sistema: z = 1—78, y=3,x= %:> El punto es P (ﬁ7 2z

b)El plano que contiene a las dos rectas queda determinado por un vector
normal al mismo, que seré perpendicular a los vectores directores de r1 y
ro, y un punto P (%, ’72, 1—78)

Como las rectas vienen dadas como interseccion de dos planos, su vector
director serd perpendicular a los vectores normales de los dos planos que
determinan la recta.

i ik
Vector director de r1: @1// (2,3, —4)z(1,—2,1) = |2 3 —4| =—5i —
1 -2 1

6j — 7k, puedo tomar como ¥ = (—5,—6,—7) o cualquiera que sea pro-
porcional a él.

k

—3| = 4i — 6]

?
Vector director de ro: v2// (3,1, =3) x (1,1, 1) = |3
1 1

— =S,

+ 2k, puedo tomar como vh= (2, —3, 1)

El vector normal al plano que contiene a las rectas @ es perpendicu-

lar a los vectores directores de las rectas por lo tanto 7@ // ¥, X Ua=
i j k

-5 —6 —7|=-27i—9j 4 27k, podemos tomar como 7 = (3, 1, —3).
2 =3 1

La ecuacién del plano es de la forma 3x + y —3z + D = 0, como contiene

al punto P (%,%2,1—78) 3-%—%—3~%+D:O:>%+D=0:>D:

—2 = la ecuacion del plano es 3x +y —3z — 2 = 0.

11



22.

23.

24.

Demostrar que las rectas r: {Z zg y s: {x —Za:y5: 0 se cruzan,

cualquiera que sea el valor del parametro a.

Solucién:
T=«

Ecuaciones paramétricas de r: { y =0, un punto A (0, 0, 0) y un vector
z=0

director v=(1, 0, 0)
T = a\

Ecuaciones paramétricas de s: ¢ y = A , un punto B(0, 0, 5) y un vector
z=25

director W=(a, 1, 5)

Cualquiera que sea el valor de a @ # t ¥, rango { ¥, W} = 2, ¥ y & tiene
distinta direccion, por lo tanto las rectas se cortan o se cruzan.
Consideremos el vector ﬁ:(o, 0, 5), si det ( ¥, @, ﬁ) = 0 los tres
vectores seran linealmente dependiente = estan en el mismo plano = las

rectas se cortan. Si det ( ¥, @, AB) # 0 los tres vectores seran linealmente
independientes = las rectas no estaran en el mismo plano = se cruzan.

1 0 0

|a 1 0| =520, el determinante es distinto de cero para cualquier
0 0 5

valor de a = las recta se cruzan.

Halla el angulo que forman los planos: x +y +z2=0 y x —
2y +3z +4=0

Solucién:
El vector caracteristicode x +y +z2=0 esii=(1, 1, 1)

=
El vector caracteristicode x — 2y +3z+4=0esn = (1, -2, 3)

o lAAa | [ 1-2+3| _ 2 _ 2 _
Cos = 77 = VITIT(i®  Javn  vE ¢ T A
2
COS \/ﬁ
. 5 5 . r—2y—3=0
;Cual es el angulo que determinan la recta {y C3241=0 y el

planox + y -z + 1 =0

—2y-3=0 qi=(1 20
Solucién: Un vector director de la recta {5 B 324— 10 7;?: EO: 1. ’_3;

estU=nz

i 7k L

i=|1 -2 0 |=6i+3j+k=9=(6,3,1).
0o 1 -3

Un vector caracteristico del planox +y —z+1=0,es = (1, 1, —1)
_ _lwdl _ |643-1] _ 8 _ . 8

Sen o = IRl © Vievs — viss T @ T aresen o

12



25.

26.

27.

Hallar el angulo que forman el plano 7 determinado por las

r=1+1%
rectas: r 1 v = § = 35Z ys:sy—1+4+t con el plano 7, de
z=3—1

ecuacioéon. 2z —y + z = 1.
Solucién:

El plano m; quedara por un punto (0,0,3) de r y un vector perpendi-
cular a: ¥ =(1, 3, —2) y w=(1, 1, —1), vectores directores de r y s
respectivamente:

- - —

gk oL .
A=tewW=]1 3 —2|=—i—j—2k A= (-1-1,-2), —x -y —2z
1 1 -1

+ D =0, como pasa por el punto (0, 0, 3)
ecuacion del plano serd: —x —y —2z + 6 = 0

Un vector caracteristico de m: @ = (2, —1, 1)

| — ‘ (717 -1, 72)'(21 -1 1) ‘ — ‘ -3 | —
ii'| V6 V6 6

Cos a = 1= a=60°
Estudia la posicion relativa de la recta determinada por los pun-
tos A(1,2,3) y B(—2, 1, 4) y el plano x — 4y — z + 1 = 0. Calcula
la distancia de A y de B a dicho plano.

Solucién: La recta determinada por los puntos A y B tiene de ecuacion:
x—1 _ y—2 _ z—3

=3 -1 T
. e f—x+1=-3y+6 —r+3y=>5
Sus ecuaciones implicitas son: Y 2= 243 { ytz=5 Pa-
ra hallar la posicion relativa de la recta y el plano estudiaremos el sistema:
—x+3y=>5 -1 3 0 5 -1 3 0 5
y+z2=>5 =10 1 1 51=10°0 1 1 5] =
r—4y—z=-1 1 -4 -1 -1 0 -1 -1 4
-1 3 0 5

0 1 1 5],porlotanto rango A = 2 # rango A* = 3 = el sistema
0 0 0 9
es incompatible = la recta y el plano son paralelos.

Como la recta y el plano son paralelos = d(A, 7) = d(B,n).

Halla el angulo formado por la recta r que pasa por los puntos

P(0, 0,0) y Q(1, 1, 1), y la recta s: {Z i i

Solucién: El vector v = lﬁ =(1, 1, 1), es un vector director de la recta

T.
r=t
Las ecuaciones paramétricas de s : y =1 = @ =(1, 0, 0) es un vector
z=1
director de s.
| - | 1 V3 V3
= e T = = e — ar gy X2
oS v = 3z 7 35 = Q = arc cos 3
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T=1
28. Halla el punto de la recta r: ¢ y =3 —t cuya distancia al punto
z=1+2t
P(1, 0, 2) sea /5.

Solucién: Un punto genérico de r es Q(t, 3 — t, 1 + 2t).

Dist (P, Q) = /(t—1)2+(B—t)2+ (2t —1)2= Vb= (t—1)?+(3—
2+ (2t—1)2=5=62-12t+6=0=t = 1= Q(1, 2, 3)

29. Determina la distancia entre el plano de ecuacion: 7 : 2x+y+2z =
9 y el plano que contiene a los puntos A(1, 0, —1), B(-2, 2, 1)
y al origen de coordenadas,

Solucién Si los planos se cortan en una recta o coinciden, la distancia es
cero.

Si son paralelos tomaremos un punto de uno de ellos y calcularemos la
distancia de ese punto al otro plano.

Plano 7 que pasa por A, B y O: queda determinado por el punto O(0, 0,
—
0), y los vectores OA =(1, 0, —1), O? =(-2,2,1)

r Yy =z
| 1 0 —1l=2z4+y+22=0.
-2 2 1
Los planos 7y 7 son paralelos, entonces: d( 7 ,m) = d(O, w) = %\/%_9‘ =
9 _
7 3

r=2a -2 —1=0
30. Halla la distancia entre lasrectasr: (y=1+a ys: { nyr . 7_0

z=3—«
Solucién:
El vector director de r ¥ =(2, 1, —1) y el de s W= (1, —2, 0) x (0.1, 1)
= (=2, —1, 1) son proporcionales por lo tanto las rectas tiene la misma

direcciéon. Como A(0, 1, 3) € r = A¢ s = ry s son paralelas. La distancia
de r a s es igual a la distancia de un punto A€ r a s.

Tomamos un punto B de s haciendo z = 0 B(1, 0, 0), 1@ =(1, -1, —-3).

_|A@xu’i|_\/@
| | V6

Recta que se apoya en otras dos y pasa por un punto

d(r,s) = d(4, s) ~ 2, 89.
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31.

32.

r=1+4+t
Dado el punto P(1, 1, 1) y las rectas: r : ¢ y=2—-1¢t y s:
z=1+2t
=k
y =3k . Calcula las ecuaciones de la recta que pasa por el
z=2—-k
punto Py cortaarys.

Soluciéon: La recta que buscamos la podemos hallar como interseccion de
los planos 71 plano que pasa por P y contiene a r, y 7o, plano que
pasa por P y contiene a la recta s.

m1:queda determinado por A(1, 2, 1), v = (1, —1, 2) y ﬁ = (0, —1, 0)
r—1 y—2 z-1

m=| 1 -1 2 |=26—-2-1=0
0 -1 0

ma: queda determinado por B(0, 0, 2), W = (1, 3, —1) y ]ﬁ =(1, 1, -1)
T Yy z—2

m =113 -1 | = —2r—2z+4 = 0. La recta buscada es:
1 1 -1

20—z—1=0
—2r—2z24+4=0

Otra forma: Sean A y B los puntos en los que la recta buscada corta a r
y s respectivamente

Sea A un puntoder: A (14+¢, 2—¢, 1+2¢) y Buno des: B (k, 3k, 2—k).
PK=(t, 1t 2),PB=(k—1, 3k—1, 1 —k). PA y PB ticunen la

. . ., . . t 11—t _ 2t t == 0
misma direccién = son proporcionales: =5 = 5,=7 = 173 = {k 1 =
A(1,2,1) y B(1, 3, 1).

La recta buscada es la que pasa por A y B.

Perpendicular comun a dos rectas que se cruzan

Lz y=1 _ 243 cx—=1 __ y+l 2z
Comprueba que las rectas r: g =4 =52 ys: - =45 =% se

cruzan y halla la ecuaciéon de la perpendicular comin a ambas.

Solucién:
= nyl = Z§3, un punto A(0, 1, —3) y un vector director ¥ =(0, 1, 2)
S: ””T’l = % = %, punto B(1, —1, 0) y un vector director @ =(1, —1, 3)

Los vectores ¥ =(0, 1, 2) y @ =(1, —1, 3) no son proporcionales, son
linealmente independientes, por lo tanto las rectas se cortan o se cruzan.
Sea AB= (1, —2, 3), si rango { ¥, W, AB} = 2 (esto es equivalente a que
det ( ¥, W, AB) = 0) entonces las rectas se cortan pero si rango { ¥, 0,
ﬁ} = 3 (det ( ¥, , E) # 0) las rectas se cruzan.

0 1 2
|1 —1 3|=-2%# 0 = las rectas se cruzan.
1 -2 3
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Un vector director de la perpendicular comtn a ambas rectas sera: @ =
v x w= (5,2, —1)

La perpendicular comiin la podemos obtener como intersecciéon de los pla-
nosmym’.

Plano 7 determinado por A(0, 1, =3) , ¥ =(0, 1, 2) ¥z W= (5, 2, —1)
Yy

x -1 243
(plano que contiene a r y a la perpendicular ar y s) | 0 1 2
) 2 -1

= 0&-0z+10y—52—-25=0m:2—-2y+2+5=0
Plano 7~ determinado por B(1, —1, 0), W =(1, —1, 3) y ¥  w= (5, 2, —1)
r—1 y+1 =z
(plano que contiene a s y a la perpendicular arys) | 1 -1 3 |
) 2 -1
= 0&em”:5x —16y — 7z —21 =0
r—2y+2z+5=0

Por tanto la ecuacién de la perpendicular comtn es: { b — 16y — T — 21 = 0
Otra forma (por puntos genéricos)

Vamos a hallar los puntos R y S en los que la perpendicular comtn p corta
aryas.

z=0
Ecuaciones paramétricas de r: y =14+« , un punto genérico de r es
z=—-3+4+ 2«
de la forma A(0,1+a,—3+2a)
r=1+7
Ecuaciones paramétricas de s { y = —1 — 3, un punto genérico de s es de
z =30

la forma (1+3, —1— 3, 35)

Un vector genérico de origen en r y extremo en s es Fﬁ: (148, —2—a—p,
3—2a+30)

Este vector I@ debe ser perpendicular a r y s:

RS- 7=(118, —2—a—8,3-2a138) - (0,1,2) = 0= —2—a—B+6—4a | 68-0
= 5a — 53 = 4

RS- & =(148, —2—a—8,3-2a-138)-(1, —1,3)—0 = 11 8+2+ o B+ 9—6a+ 950
= —ba +.118 = —12

) S5a —58 =4 a=—qi 8 8\

: {—5a—|— 118 = —12 & { 3= _% ;lospuntosson R (0, 1 — %, =3 — &)=

(0, 5 52) S (-4 —1+4,3(-4)= (-4 & —4),.RS= (-4, -2, &),
para el vector normal a las dos recta podemos tomar Iﬁ o cualquiera

que sea proporcional a él, por ejemplo (=5, —2, 1).

: . . o+ i y—+
Las ecuaciones de la perpendicular comtn: —* = U723 = #
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