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2025.Geometria

Modelo Sean los puntos A(0,0,0) y B(1,1,1), y larectar = (z,y,2) =
MM+ 1), M€ R.

a) (1 punto) Halle una ecuacién del plano respecto del cual los
puntos A y B son simétricos.

b) (1 punto) Halle una ecuaciéon del plano que contiene a la recta
r y pasa por el punto B.

c) (0.5 puntos) Halle una ecuacién de una recta que sea paralela a
r y pase por A.

Solucién

a) Plano de simetria respecto a los puntos A y B

El plano buscado es el plano mediador del segmento AB. Este plano se
caracteriza por pasar por el punto medio del segmento y tener como vector
normal el vector que une ambos puntos.

Calculo del punto medio (M):

M7A+Bi 0+1 0+10+1) /111
2 27 2 7 2 S \27272

Calculo del vector normal (7):

i=AB=B—-A=(1-0,1—-0,1-0)=(1,1,1)

Ecuaciéon del plano:
Utilizando la forma A(z — zo) + B(y — yo) + C(z — z9) = 0:

1 A S DYoo — wqyr-2-0
Y9 Y73 T3 Tyt TS T

Multiplicando por 2 para obtener coeficientes enteros:

m=2x+2y+2z—-3=0

b) Plano que contiene a la recta r y pasa por el punto B
Extraemos de la recta r = (A, A\, A\ + 1) un punto P y su vector director ¥,

= Punto de la recta (para A = 0): P(0,0,1).
= Vector director: 7, = (1,1,1).

Para hallar el plano s, necesitamos un segundo vector contenido en él, que
obtenemos uniendo P con B(1,1,1):

—

#=PB=B-—P=(1-0,1-0,1—1)=(1,1,0)

El vector normal del plano se obtiene mediante el producto vectorial 77 =
U, X U



—(0-1)i—(0—1)j+(1-1k=(-1,1,0)
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La ecuacion del plano que pasa por B(1,1,1) es:

-1 +1y—-1)+0(z-1)=0 = —a+1+y—1=0

me=x—y=0

c¢) Recta paralela a r que pasa por A(0,0,0)

Una recta paralela a r debe compartir su vector director 7, = (1,1,1). Como
debe pasar por el origen A(0,0,0), su ecuacion es inmediata:

Ecuaciéon paramétrica:

T=p
s=qy=p , peR
Z=pu
Ecuaciéon continua:
X y z
s=E—=L ==
1 1 1



Modelo Dados los tres planos 7 : —20—2y+2z =03 73 : —2x+y—22 =0
y w3 :x — 2y — 2z =0, se pide:

a) (1 punto) Determinar el angulo que forman los planos dos a
dos. Determinar la intersecciéon de los tres

planos.

b) (1.5 puntos) Determinar el punto P en el espacio del que se
sabe que su proyeccion ortogonal sobre 7 es el

punto ()1(1/3,4/3,10/3) y que su proyeccién ortogonal sobre 7y es
el punto Q2(—1/3,8/3,5/3). Determinar

la proyeccion ortogonal ()3 del punto P sobre el plano 7s.
Solucién

a) Angulos entre planos e interseccion

Los vectores normales a los planos son:

= (-2,-2,1), 7y =(-2,1,-2), 7i5=(1,-2,-2)

1. Determinaciéon de los angulos:

El angulo « entre dos planos se halla mediante el producto escalar de sus vec-
tores normales. Dado que el médulo de los tres vectores es |7;| = v22 4+ 22 + 12 =
3:

iy 7t 4-2-2

= Entre m y mo: cosaqs = ||gll‘|7%22|| = | 3 =0 = a2 =90°
iy -7l —24+4-2

= Entre m y m3: cosayz = ||511H7%|| = | ;3 =0 = a3 =90°
fig il —2-244

= Entre m y m3: cos gz = ||g;“%ill = | 3,3+ l =0 = a3 =90°

Los tres planos son perpendiculares entre si dos a dos.

2. Intersecciéon de los planos:

Al ser planos homogéneos (pasan por el origen) y tener vectores normales
linealmente independientes, el sistema formado por las tres ecuaciones es un
sistema compatible determinado cuya tnica solucién es el origen de coordenadas:
1(0,0,0).

b) Determinacion del punto Py su proyeccion Qs

1. Hallar el punto P:

Si @1 es la proyeccion de P sobre 71, entonces P = Q1 + t17i1. Del mismo
modo, P = Qs + ta1ls.

1 4 10 1 8 5
P=(-—=2t1,- —2t1,— +t1 )| = —= —2ty, = + 19, = — 2t
(3 1,3 1,3+1> ( 3 2,3+273 2)

Igualando las coordenadas:

1/3—2t1 =—1/3 -2ty = t1 —t;=1/3

43 =2t =8/3+1ty = 2t + 1y = —4/3



Resolviendo el sistema obtenemos t; = —1/3 y to = —2/3. Sustituyendo ¢;:

1 24 210 1
P=(-4+-,-+-,——< P(1,2,3
<3+3’3+3’ 3 3> — P(1,2,3)
2. Proyeccion Q3 de P sobre mg:
La recta perpendicular a w3 que pasa por P es s = (1 + A,2 —2X,3 — 2\).
Sustituimos en ms:

(14X —202-20)—-2B3-20)=0 = 9IA—-9=0 = A=1

Sustituyendo A = 1 en la recta r3, obtenemos la proyeccion:

Q3 = (27 07 1)



(Ordinaria)

Dados la recta r = Z71 = ¥ = 222
pide:

a) (0.75 puntos) Hallar una ecuacion del plano que contiene a r y
es perpendicular a 7.

b) (0.75 puntos) Hallar una ecuacién de la recta contenida en 7
que corta perpendicularmente a r.

c) (1 punto) Calcular los puntos de la recta r cuya distancia al

plano 7 es V/14.
Soluciéon

y el plano 7 : 2z + 2y — 3z =1, se

—z—1 _ Yy _ 2—2

a) Recta r = %5 & - yelplanom =z +2y —3z=1.

De la recta extraemos el punto P,(1,0,2) y el vector director ¢, = (2,0, 1).

Del plano extraemos su vector normal 7, = (1,2, —3).

Plano que contiene a r y es perpendicular a 7

El plano buscado, 7, queda determinado por el punto P, y dos vectores
directores contenidos en él: el de la propia recta (r C m1) y el normal de 7
(debido a la perpendicularidad entre planos).

Vectores directores de 71: @ = ¢, = (2,0,1) y & = i, = (1,2, -3).

Ecuacion general:

r—1 y—0 z-2
m=| 2 0 1 |=0= (z—-1(-2)—y(-6-1)+(2—2)4)=0
1 2 -3

—204+2+Ty4+42—-8=0 = m=2r—Ty—42+6=0

b) Recta contenida en 7 que corta perpendicularmente a r}

Esta recta, s, nace de la interseccion del plano 7 con un plano auxiliar o
que contiene a r y es perpendicular a r. Sin embargo, la forma mas directa es
hallar el punto de corte Q.

La recta s debe pasar por el punto de intersecciéon de r y m; del apartado
anterior (ya que ese plano contenia la perpendicular), pero la condicion de corte
perpendicular implica que s pasa por el pie de la perpendicular desde r a 7.

Punto de interseccién Q@ = r N7

x= 142\
Paramétricas de r: ¢y = 0 ,- Sustituimos en 7:
z= 24X

(14+20)+2(0)=3(2+A) =1 = 1+2X—6-3A=1 = —A=6 => A= —6

El punto es Q = (1 —12,0,2 — 6) = (—11,0,—4).
Vector director de s: Debe ser perpendicular a 7, (porque s C 7) y perpen-
dicular a o,.



Asi pues

r+11 y z+4+4
s= =

¢) Puntos de r cuya distancia al plano 7 es v/14

Un punto genérico de r es Py(1 + 2X,0,2 + A). Aplicamos la formula de
distancia punto-plano:

142 2(0) — 3(2 -1
AP O 120 300 -1
1212°+ (-3)
1+220-6-3A—1] _ sy
=V14 = |- X—6|=14
i | |

Caso I: —A— 6 =14 = \ = —20. Punto P = (—39,0, —18).
Caso 2: —A —6=—14 = X =8. Punto P, = (17,0, 10).

™



(Ordinaria)Sean el punto P(0,1,1) y el plano 7 : 2 + y = 2. Se pide:

a) (0.5 puntos) Hallar la distancia del punto P al plano =.

b) (1 punto) Determinar el punto Q del plano © cuya distancia a
P es igual que la distancia de P a .

c) (1 punto) Hallar el area del tri* angulo formado por” P y los
puntos de corte del plano ©t con los ejes coorde-

nados.

Solucién

a) Dados P(0,1,1) ym:a+y—2=0:

dPm)= —=— =

0+1-2] 1L V2
V12412402 V2 2

b) Punto @ del plano
El punto @ es la proyeccion ortogonal de P sobre 7. Usando la recta per-
pendicular r(¢) = (¢,1+¢,1) e intersectando con el plano:
t+(1+t)=2 = 2t=1 = t=1/2
El punto es Q(%, 3,1).
c) Area del Triangulo
Puntos de corte de 7 con los ejes: R(2,0,0) y S(0,2,0).
Vectores: PR = (2,—1,-1) y PS = (0,1,-1).

PR x PS = (2,2,2)

p 1
Area:§\/22+22+22:\/§u2

J—

Coincidencias

Sara esta revisando una estructura de vigas metalicas. Para ello,
utiliza un programa de calculo estructural que lleva integrado un
modulo de diseno asistido por ordenador. El programa trata las vigas
como



segmentos entre dos puntos. Cuando dos segmentos comparten
algin punto, se fijan simulando una soldadura. Para introducir un
segmento basta indicar las coordenadas de los extremos del mismo.

Sara se ha dado cuenta de que una parte de la estructura no es lo
suficientemente resistente. En concreto, ha encontrado dos vigas, no
soldadas entre si, que deben reforzarse, por lo que decide anadir otra
viga que, soldandola a ambas, solucione el problema. Las dos vigas en
cuestion son V1 cuyos extremos son los puntos A(1,2,-3) y B(1,6,1) y
V2 cuyos extremos son los puntos C(—2,—8,7) y D(10,—4,7).

a) (1.25 puntos) Como primera solucién, Sara decide que la viga
anadida esté soldada a los puntos medios de V1 y V2. Calcule las
coordenadas de los extremos de la viga anadida y los cosenos de los
angulos que forman dicha viga con V1 y con V2.

b) (1.25 puntos) Haciendo un anélisis méas detallado, Sara encuen-
tra que la resistencia es mayor si la viga anadida es perpendicular
tanto a V1 como a V2. Calcule, en el caso de que sea posible, las coor-
denadas de los extremos de la viga anadida si se adopta esta solucion.

Solucién

Se analizan dos vigas, V7 y Vs, tratadas como segmentos en el espacio.

V1 tiene extremos A(1,2,-3) y B(1,6,1).

Vs tiene extremos C(—2,—8,7) y D(10,—4,7).

a) Viga soldada a los puntos medios

Sara decide conectar los puntos medios de ambas vigas.

Calculo de los puntos medios (Extremos de la nueva viga)

El punto medio M se calcula como £1-£2.

Extremo en Vy: M; = (131,256 =341) — (1,4, -1)

Extremo en Vo: My = (=210, =84 4, nr) = 4 —6,7)

Cosenos de los angulos

Definimos los vectores directores de las vigas originales (cfl, cfg) y de la viga
de refuerzo (Uyey):

S
=

=B—A=(0,4,4)
lh=D—C =(12,4,0)
Trep = My — My = (3,—-10,8)

U

-
|

=

Utilizando la formula cos o =

<y

= Con Vi: cosoq:l(B_\}lO?s)\F’)‘ |\;1%2|:\/T~0107
[(3,—10,8)-(12,4,0)| _ [36—40] _
= Con V3: cosap = V173160 ~ /27680 \/27680 ~ 0,024

b) Viga perpendicular comtn (Méxima resistencia)

Sara busca los puntos P € V7 y @ € V5 tales que el vector PZ) sea perpen-
dicular a ambas vigas.

1. Ecuaciones paramétricas}



s P=(1,244\,—3+4))
n Q= (—2+12u,—8+4u,7)
" PQ=Q—P=(—3+12u,—10+ 4 — 4X,10 — 4))

Condiciones de perpendicularidad
Para optimizar la resistencia, se debe cumplir:

PQ-dy =0 160 — 32X =0 = = 2A
PQ-dy =0 160p — 16X\ = 76
Sustituyendo p = 2\ en la segunda ecuacion:

1 1
160(2)) —16A =76 = 30\ =76 = A= = pu=

Coordenadas de los extremos:Sustituyendo los pardmetros obtenidos en las
ecuaciones de Py Q:

= Extremo en V7 (P): (1,2+1,-3+1)=(1,3,-2)
= Extremo en V5 (Q): (—2+6,—8+2,7) =(4,—6,7)

10



Extraordinaria

Sean los puntos A(1, 1, 2), B(2 -1, 0), C(—2, 0, 3) y D(2, —
—1) y la recta:r = 271 = 11 = £.

a) (0.5 puntos) Compruebe que los puntos no son coplanarios y
calcule el volumen del tetraedro determinado por ellos.

b) (1 punto) Calcule el area de la cara del tetraedro ABCD de-
terminada por los puntos A, B y C y la longitud de la altura del
tetraedro que parte del vértice D.

¢) (1 punto) Calcule la distancia entre la recta r y la recta deter-
minada por los puntos B y D.

Solucién

a)Datos del problema:

Puntos: A(1,1,2), B(2,—1,0), C(-2,0,3) y D(2,—3,-1).

Recta r = 251 = v = =

Comprobacion de no coplanaridad y volumen:

Definimos los vectores con origen en A:

» AB=B—-A=(1,-2,-2)

= AC=C—-A=(-3,-1,1)
» AD=D— A=(1,-4,-3)

Calculamos el producto mixto para verificar la independencia lineal:

1 -2 -2
[AB,AC,AD] = |-3 —1 1 |=1(3+4)+2(9-1)—2(124+1) = 7+16-26 = —3
1 —4 -3

Como el producto mixto es —3 # 0, los puntos no son coplanarios. FEl
volumen del tetraedro es:

1o o o 1
V:6|[AB,AC,AD]|:6\—3\:0,5u3

b) Area de la cara ABC' y altura desde D
Calculamos el area de la base mediante el producto vectorial:

i j k
ABx AC=|1 -2 —2|=(-4,5-7)
-3 -1 1
. 1 - _ 4/
Area(ABC) = §|AB x AC| = \/16 +254+49 = ~—— u?

La altura h desde D se obtiene medlante la formula V = g . Base - h:

3-0,5 3 1 V10
TS0z Vi Vio | 10

c¢) Distancia entre las rectas 'y spp

u

11



= Recta r: Punto P.(1,—1,0) y vector ¢,(2,1,—1).
= Recta s (por B, D): Punto B(2,—1,0) y vector ¢ = BD = (0,—2,-1).

Vector entre rectas: PrB = (1,0,0).
P:B,{}’T,{}’SH |_3| 3 3v29

_ _ = = u
W=l T e e R Ve 29

12



Extraordinaria

Dados los puntos A(0,0,1) y B(1,0,1), se pide:

a) (1 punto) Hallar una ecuacion del plano paralelo al eje OZ y que pasa
por los puntos A y B.

b) (1.5 puntos) Hallar una ecuacién de una recta perpendicular al plano
z = 1 que diste una unidad tanto del punto A como del punto B.

Solucién
a) Plano paralelo al eje OZ que pasa por Ay B
Para determinar el plano 7, necesitamos un punto y dos vectores directores

no paralelos:
1. Punto: Seleccionamos A(0,0,1).
2. Vector director 1: El vector que une los puntos, AB = B— A = (1,0,0).
3. Vector director 2: Al ser paralelo al eje OZ, tomamos el vector director

de dicho eje, k= (0,0,1).

Ecuacién del plano:
Planteamos el determinante con un punto genérico (z,y, z):

z—0 y—0 z-1
™ = 1 0 0 =0
0 0 1

Desarrollando por la segunda fila:

y z—1
0 1

Resultado: La ecuacion del plano es m; =y = 0 (el plano coordenado X 7).
b) Recta perpendicular al plano z = 1 a distancia unidad de Ay B
Sea r la recta buscada.

1. Vector director: Al ser perpendicular al plano z = 1 (cuyo normal es
(0,0,1)), el vector director de la recta es 4, = (0,0, 1). Por tanto, la recta

es vertical y tiene la forma:
r = X9
r=
Y="%Yo

2. Condicion de distancia: La distancia de un punto (z1,y1,21) a una
recta vertical en el espacio se reduce a la distancia entre sus proyecciones
en el plano XY

d(P,r) = /(21— 20)* + (31 —y0)> = 1

Para los puntos A(0,0,1) y B(1,0,1):

13



= afyg =12
= (20— 1)* +y5 =17

3. Resolucién del sistema: Igualando ambas expresiones: z3 = (zo —
1)? = a3 =a2%—220+1 = z0=1/2.
Sustituyendo en la primera: (1/2)2+ 93 =1 = y3 =3/4 = yo =

+/3/2.

Resultado: Existen dos rectas posibles. Una de ellas es:

= x=1/2
-~ |y=v3/2

Representacion Visual

14



Extraordinaria coincidencias

Sean el punto A(1,2,3), la recta r = %71 =%= ZIQ v el plano 7 : x + 2y —
2z = 1. Se pide:

a) (0.75 puntos) Calcular la distancia de la recta r al plano .

b) (0.75 puntos) Hallar la proyeccién ortogonal del punto A sobre la recta 7.

¢) (1 punto) Calcular el volumen del tetraedro formado por el origen de
coordenadas y los puntos de corte con los ejes coordenados de un plano que
pasa por A y es paralelo a 7.

Solucién

a) Distancia de la recta r al plano 7

Primero, analizamos la posiciéon relativa entre la recta y el plano. Extraemos
el vector director de la recta ¥, = (2,0,1) y el vector normal del plano 7, =
(1,2,-2).

Ty - ite = (2)(1) + (0)(2) + (1)(-2) =24+0—-2=0

Como el producto escalar es 0, la recta es paralela al plano o esta contenida
en él. Tomamos el punto P,.(1,0,2) de la recta y calculamos su distancia al plano
m

1(1 2(0) —2(2) -1 1-4-1 4
drom) — (P — M +20) 22 1] _ | |1
12 422 4 (—2)2 V9 3

b) Proyeccion ortogonal del punto A sobre la recta r

La proyeccion ortogonal A’ es el punto de la recta tal que el vector AA’ es
perpendicular a %,..

1. Punto genérico de r: X (1 +2X,0,2 + A).
2. Vector AX =X — A= (2\,—2,\ — 1).
3. Condicion de perpendicularidad AX T, =0
2020)+0(=2)+1(A—1) =0 = 4A4A—-1=0 = BA=1 = A=1/5
Sustituyendo A = 1/5 en X: A’(1+2/5,0,2+ 1/5) = (£,0,4). \\
¢) Volumen del tetraedro

Buscamos un plano 7' que pasa por A(1,2,3) y es paralelo a © (il =
(1,2,-2)).

1. Ecuacion de 7': 1(x —1)+2(y—2)—2(2—3) =0 = z+2y—2z+1=0.
2. Cortes con los ejes:

» Eje OX (y,z=0):24+1=0 = P1(-1,0,0).
» Eje OY (2,2=0):2y+1=0 = P»(0,-1/2,0).
« Eje OZ (z,y =0): —2z+1=0 = P;3(0,0,1/2).

15



3. Volumen: Con el origen O(0,0,0), el volumen es V = ¢

1 1\ 1] 11 1
— (=D -[==).Z|=2.2 ==
v 6’( ) ( 2) 2’ 6 4 24

Resultado: V' = 1/24 unidades cubicas.
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